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PRAENOTANDA. 

DE 

CALCULO INTEGRALI 

IN GENERE. 


Definitio i. 

1 . 

Calculus integratis est methodus , ex data differ entiahum rela- 
tione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et operatio , qua 
hoc praeficitur , integratio vocari solet. 

Corollarium i. 

2. Cum igitur calculus difFerentialis cx data relatione quan- 
titatum variabilium , relationem differcntialium investigare doceat: 
calculus integralis methodum inversam suppeditat. 

Corollarium 2 . 

3. Quemadmodum scilicet in Analysi perpetuo binae Opera- 
tiones sibi opponuntur , veluti subtractio additioni , divisio multipli- 
cationi , extractio radicum evectioni ad potestates , ita etiam simili 
ratione calculus integralis calculo differentiali opponitur. 

Corollarium 3. 

4. Proposita relatione quacunque inter binas quantitates varia- 
biles x et y , in calculo differentiati methodus traditur rationem 
differentialium dy '■ dx investigandi: sin autem vicissim ex hac diffe- 
rentialium ratione ipsa quantitatum x et y relatio sit definienda , 
hoc opus calculo intcgrali tribuitur. 
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Scholion i . 

5. In calculo differentiali iam notavi, quaestionem de differen- 

tialibus non absolute sed relative esse intelligendum , ita ut, si y 
fuerit functio quaecunque ipsius x, non tara ipsum eius differentiale 
<) y , quam eius ratio ad differentiale d x sit definienda. Cum enim 
omnia differentialia per se sint nihilo aequalia , quaecunque functio 
y fuerit ipsius x, semper est dyziz 0, neque sic quicquam amplius 
absolute quaeri posset. Verum quaestio ita rite proponi debet, ut 
dum x incrementum capit infinite parvum adeoque evanescens 5 x t 
definiatur ratio incrementi functionis y , quod inde capiet , ad istud 
3 x: etsi enim utrumque est ~ 0, tamen ratio certa inter' ea in- 

tercedit , quae in calculo differentiali proprie investigatur. Ita si 
fuerit y~xx , in calculo differentiali ostenditur esse ~ 2 x , 
neque hanc incrementorum rationem esse veram , nisi incrementum 
3 x , ex quo d y nascitur , nihilo aequale statuatur. Verum tamen , 
hac vera differentialium notione observata , locutiones communes , 
quibus ditlerentialia quasi absolute enunciantur , tolerari possunt , 
dummodo semper in mente saltem ad veritatem referantur. Recte 
ergo dicimus, si yzzzxx, fore ()y ~ 2xdx, tam etsi falsum non 
esset, si quis diceret ^ t/ ” vel dy — 4xdx, quoniam ob 

dx ” 0 et dy — 0, hae aequalitates aeque subsisterent; sed prima 

# A y • 

sola rationi verae - zm 2 x est consentanea. 

O X 

Scholion 2. 

6. Quemadmodum calculus diffcrentialis apud Anglos methodus 
fluxionum appellatur , ita calculus integralis ab iis methodus fluxio- 
num inuersa vocari solet , quandoquidem a fluxionibus ad quanti- 
tates fluentes revertitur. Quas enim nos quantitates variabiles vo- 
camus , eas Angli nomine magis idoneo quantitates fluentes vocant, 
et earum incrementa infinite parva seu evanescentia fluxiones no- 
minant , ita vt fluxiones ipsis idem sint , quod nobis differentialia. 
Haec diversitas loquendi ita iam usu invaluit , ut conciliatio vix 
unquam sit expectanda; equidem Anglos in formulis loquendi luben- 
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ter imitarer, sed signa quibus nos utimur, illorum signis longe an- 
teferenda videntur. Verum cum tot iam libri utraque ratione con- 
scripti prodierint, huiusmodi conciliatio nullum usum esset habitura. 

Definitio 2. 

7. Cum functionis cuiuscunque ipsius x differentiate huiusmodi 

habeat formam Xdx, proposita tali forma differentiati X i) x , in 
qua X sit functio quaecunqne ipsius x, illa functio, cuius differen- 
tiale est zz: XJa:, huius vocatur intcgrale , et praefixo signo f 
indicari solet: ita vt /X c)^ eam denotet quantitatem variabilem, 

cuius dififcrcntialc est ~ X d x. 

Corollarium 1. 

8. Quemadmodum ergo propositae formulae differentialis XDx 
intcgrale, seu ea functio ipsius x , cuius difierentiale est nX^a:, 
quae hac scriptura /X 3 x indicatur, investigari debeat, in calculo 
intcgrali est explicandum. 

Corollarium 2. 

9. Uti ergo littera 3 signum est differentiationis, ita littera 
f pro signo integrationis utimur, sicque haec duo signa sibi mutuo 
opponuntur, ct quasi sc destruunt: scilicet f <) X erit zz: X, quia 
ea quantitas denotatur cuius difierentiale est 3X, quae utique esi X* 

Corollarium 3. 

10. Cum igitur harum ipsius x functionum 

x n , i / (« rt — x x} 
differentialia sint 

2 xd x, n x n ~ * D x, 

signo integrationis f adhibendo, patet foret 

/2xdx—xx-, fnx n ~ J dx—x*; =/(aa — xx) 

unde usus huius signi clarius perspicitur. 
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S c h o I i o n i. 

i 1 . Hic unica tantum quantitas variabilis in computum in- 
gredi videtur , cum tamen statuamus tam in calculo differentiali 

quam integrali , semper rationem duorum pluriumve differentialium 
spectari. Verum etsi hic una tantum quantitas variabilis x apparet, 
tamen revera duae consideffcntur ; altera enim est ipsa illa functio, 
cuius differentiate sumimus esse X d x, quae si designetur littera i/, 
erit d y zn X 0 x, seu ita ut hic omnino ratio differen- 

tialiura dy;dx proponatur, quae est mX, indeque erit y~fXdx: 
hoc autem intcgrale non tam ex ipso differentiali X 3 x, quod 
vtique est “ 0, quam ex eius ratione ad 3 x inveniri est censen- 
dum. Caeterum hoc signum f vocabulo summae efferri solet, quod 

ex conceptu parum idoneo , quo integrale tanquam summa omnium 
differenti alium spectatur , est natum; neque maiore iure admitti 
potest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent. 

S c h o 1 i o n 2. 

12. At calculus integralis multo latius quam ad huiusmotli 
formulas integrandas patet , quae unicam variabilem complectuntur. 
Quemadmodum enim hic functio unius variabilis x ex data differen- 
tialis forma investigatur; ita calculus integralis quoque extendi debet 
' ad functiones duarum pluriumve variabilium investigandas , cum re- 
latio quaedam differentialium fuerit proposita. Deinde calculus in- 
tegralis non solum ad differcntialia primi ordinis adstringitur , sed 
etiam praecepta tradere debet , quorum ope functiones tam unius 
quam duarum pluriumve variabilium investigari queant , cum relatio 
quaedam differentialium secundi altiorisve cuiusdam ordinis fuerit 
data. Atque hanc ob rem definitionem calculi integralis ita instru- 
ximus, vt omnes huiusmodi investigationes in se complecteretur; dif- 
ferentialia enim cuiusque ordinis intelligi debent, et voce relationis, 
quae inter ea proponatur, sum usus, ut latius pateret voce rationis, 
quae tantum duorum differentialium comparationem inJicare videa- 
tur. Ex his ergo divisionem calculi integralis constituere poterimus. 


Digitized by Google 


IN GENERE. 5 

Definitio 3. 

13. Calculus integralis dividitur in duas partes, quarum prior 
tradit methodum , functionem unius variabilis inveniendi ex data 
quadam relatione inter eius diflferentialia tam primi quam ahiorum 
ordinum. 

Pars autem altera methodum continet, functionem duarum plu- 
riumve variabilium inveniendi , cum relatio inter eius ditfercntialia 
sive primi sive altioris cuiusdam gradus fuerit proposita. 

Corollarium 1. 

14. Prout ergo functio ex data deferentialium relatione inve- 
nienda , vel vnicam variabilem complectitur , vel duas pluresve, 
inde calculus integralis commode in duas partes principales dispes- 
citur, quibus exponendis ditos libros destinamus. 

Corollarium 2. 

15. Semper igitur calculus integralis in inventione functionum 
vel unius vel plurium variabilium versatur, cum scilicet relatio quae- 
piam inter cius diflercntialia sive altioris cuiuspiam ordinis fuerit * 
proposita. 


S c h o 1 i o n. 

1 6. Cum hic primam partem calculi integralis in investiga» 
tione functionum unicae variabilis ex data differentialium relatione 
constituamus, plures partes pro numero variabilium functionem in- 
grediendum constitui debere videatur, ita ut pars secunda functio- 
nes duarum variabilium, tertia trium, quarta quatuor etc. complec- 
tatur. Verum pro his posterioribus partibus methodus fere eadem 
requiritur, ita ut si inventio functionum duas variabiles involventium 
fuerit in potestate, via ad eas, quae plures variabiles implicant, 
satis sit patefacta; unde inventionem eiusmodi functionum, quae 
duas pluresve variabiles continent , commode coniungimus , indeque 
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unicam partem calculi integralis constituimus, posteriori libro trac- 
tandam. 

C a et erum haec altera pars in elementis adhuc nusquam est 
tractata, etiamsi cius usus in Mechanica ac praecipue in doctrina 
fluidorum maximi sit usus. Quocirca cum in hoc genere praeter 
prima rudimenta vix quicquam sit exploratum, noster secundus liber 
de calculo integrali admodum erit sterilis , ac praeter commemora- 
tionem eorum, quae adhuc desiderantur, parum erit expectandum; 
verum hoc ipsum ad scientiae incrementum multum conferre vide- 
tur.. 

Definitio 4. 

•1 7. Uterque de calculo integrali liber commode subdividitur 
in partes pro gradu difterentialium, cx quorum relatione functionem 
quaesitam investigari oportet. Ita prima pars versatur in relatione 
diflercntialium primi gradus, secunda in relatione difTerentialium se- 
cundi gradus , quorsum etiam diflerentinlia ahiorum graduum ob 
tenuitatem eorum, quae adhuc sunt investigata, referri possunt. 

Corollarium i . 

18. Uterque ergo liber constabit duabus partibus, in quarura 
priore relatio inter diflerentialia primi gradus proposita considera- 
bitur, in posteriore vero ciustnodi integrationes occurrent, vbi rela- 
tio in. er diflerentialiu secundi alliorumve graduum proponitur. 

Corollarium 2. 

4 9. Tn primi ergo libri parte prima eiusmodi functio variabi- 
lis x invenienda proponitur , ut posita ca functione “ f/, et 
d y 

^ " p, relatio quaecunque data inter has tres quantitates x, y et p 
adimpleatur: seu proposita quacunque aequatione inter has ternas 

quantitates , ut indoles functionis y seu aequatio inter x et y tan- 
tum, exclusa />, eruatur. 
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Corollarium 3. 

2 0. Posterioris autem partis primi libri quaestiones ita erunt 
comparatae, ut posito ^ ~ p, zzz q, ' || zz: r etc. si propona- 
tur aequatio quaccunque inter quantitates x, y, p, q , r etc. indoles 
functionis jj per x t scu aequatio inter x et y eliciatur. 

S c h o 1 i o n i. 

2 1 . Quae adhuc in calculo integrali sunt elaborata maximam 
partem ad libri primi partem primam sunt referenda, in qua exco- 
lenda Geometrae imprimis operam suam collocarunt: pauca sunt 
quae in parte posteriore sunt praestita, ct alter liber, quem secun- 
dum fecimus, etiamnunc fere vacuus est relictus. Prima autem pars 
libri primi, in qua potissimum nostra tractatio consumetur, denuo 
in plures sectiones distinguitur , pro modo relationis , quae inter 

“V 

quantitates x t y et p — proponitur. Relatio enim prae cae- 
teris simplicissima est , quando p zzz ^ aequatur functioni cuipiam 
ipsius x , qua posita zzz X, vt sit seu ^zzzXdx; totum 

negotium in integratione formulae diflercntialis Xdx absolvitur: huius 
operationis iam supra mentionem fecimus, quae vulgo sub titulo 
integrationis formularum dificrentialium simplicium, scu unicam varia- 
bilem involventium tractari solet. Eodem res rediret, si p zz: 
aequaretur functioni ipsius y tantum , quandoquidem quantitates 
x et y ita inter se reciprocantur , ut altera tanquam functio alte- 
rius spectari possit; haec ergo ad sectionem primam referentur. 
Sin autem p zzz aequetur expressioni ambas quantitates x et y 
involventi, aequatio habetur differentialis huius formae Pd:r-+ Qdy— 0, 
ubi P et Q sunt expressiones quaecunque ex a;, y et constantibus 
conflatae. Quanquam autem Geometrae multum in huiusmodi aequa- 
tionum integratione desudarunt, tamen vix ultra quosdam casus satis 
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particulares' sunt progressi. Sin autem p magis complicate per 
x et y determinatur, ut eius valor explicite exhiberi nequeat, veluti 
si fuerit: 

p s — x x p* — x y p -f- x* — y i 

ne via quidem constat tentanda, quomodo inde relatio inter x et y 
investigari queat: pauca ergo, quae hic tradere licebit, cum praece- 
dentibus secundam sectionem primae partis libri primi occupabunt. 
Ita ex universa nostra tractatione magis patebit , quod adhuc in 
ealculo integrali desideretur, quam quid iam sit expeditum, cum hoc 
prae illo ut minima nuaedam particula sit spectandum. 

S c h o 1 i o n 2. 

2 2. In singulis partibus, quas enarravimus, fieri etiam solet, 
ut non solum vna quaedam functio , sed etiam simul plures inve- 
stigentur, ita vt neutra sine reliquis definiri possit, quemadmodum 
in Algcbra communi usu venit, ut ad solutionem problematis plures 
incognitae in calculum sint introducendae, quae deinceps per totidem 
aequationes determinentur. Veluti si ciusmodi binae functiones y et z 
ipsius x sint inveniendae, ut sit: 

xdy clzz^x — 0, et xxdz -f- bxydy ~ cfiy: 

' * * 

hinc novae subdivisiones nostrae tractationis constitui possent. Ve- 
rum quia hic ut in Algcbra communi totum negotium ad elimina- 
tionem unius litterae revocatur, ut deinceps duae tantum variabiles 
in una aequatione supersint , hinc tractatio non multiplicanda vi- 
detur. 

S c h o l i o n 3. 

23. In secundo libro calculi integralis , qtio functio duarum 
pluriumve variabilium ex data diflevcntialium relatione investigatur , 
multo maior quaestionum varietas locum habet. Sit enim z functio 
binarum variabilium x et t investiganda, et cum (?~) denotet ratio- 
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nem ejus differentiatis ad d x, si sola x pro variabili habeatur, at 
rationem ejus differentialis ad dt, si sola t variabilis sumatur; 
prima pars ejusmodi continebit quaestiones, in quibus certa quaedam 
relatio inter quantitates x, t, z et (|-^), (^) proponitur, et quaes- 
tio huc rtdit, ut hinc aequatio inter solas quantitates x, t et 'z 
eruatur; inde enim qualis z sit functio ipsarum x et t, patebit. In 
•ecunda parte praeter has formulas (j|) et (§^) etiam istae (J~^ x ) > 

ct (/riTt)» ‘ n com P utum ingredientur: quarum significatio 
ita est intelligenda, ut positis prioribus (^) rz p et z= q, ubi 
p et q iterum certae erunt functiones ipsoluw x et /, futurum 
sit simili expressionis modo, 

/da*_\ rdj\. /33*\ — /dp\ — /9<7\ 

'd* d x' N?*/’ \ix dt' '^d t) Vd*/’ \d t d f/ v) f/* 

Proposita ergo relatione inter has formulas et praecedentes, simul- 
que ipsas quantitates x t t et z , aequatio inter ternas istas quantita- 
tes solas x, t et z erui debet. Hujusmodi quaestiones frequenter 
occurrunt in Mechanica et Hydraulica, quando motus corporum 
flexibilium et fluidorum indagatur; ex quo maxime est optandum, ut 
haec altera sectio secundi libri calculi integratis omni cura excola- 
tur. Neque vero opus erit, ut hanc investigationem ad differentia- 
lia altiora extendamus, cum nullae adhuc quaestiones sint tractatae, 
quae tanta calculi incrementa desiderent. 

Definitio 6. 

24. Si functiones, quae in calculo integrali ex relatione diffe- 
rentialium quaeruntur, algebraice exhiberi nequeant, tum eae vocan- 
tur transcendentes , quandoquidem earum ratio vires Analyseos com- 
munis transcendit. 

Corollarium i. 

26. Quoties ergo integratio non succedit, toties functio qua© 
per integrationem quaeritur, pro transcendente est habenda. Ita 
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si formula differenti alis X 3 x integrationem non admittit, ejus inte- 
grale, quod ita indicari solet est funetio transcendens 

ipsius x. . 

Corollarium 2; 

2 6. Hinc inteliigitur, si y fuerit functio transcendens ipsius 
x, vi ei 8 sim fore x functionem transcendentem ipsius y, atque ex 
hao conversione novae' functiones transcendentes oriuntur. 

. . • • .• . * ; 

. Corollarium:' 3*. 

2 7. Fro variis partibus et sectionibus calculi integralis nascun- * 
tur etiam plura genera functionum transcendentium, quorum adeo 
numerus» in infinitum; exsurgit: unde patet, quanta copja j omnium 

quantitatum possibilium nobis adhuc sit ignota». 

S c h o l i o n, i*v » 

2 8. Jam ante quam in Ah a lysi A infihitorum penetravimus 
species quasdam functionum transcendentium cognoscere licuit. Pri- 
mam suppeditavit doctrina logarithmorum : si enim y denotet loga- 

rithmum ipsius x . ut sit y^Zlx, erit t/ utique functio transcendens 
ipsius .r, sicque logaritlimi quasi primam speciem functionum trans- 
cendentium constituunt. Deinde cum ex aequatione y~lx vicissim 
sit x — c y , erit x utique etiam functio^ transcendens ipsius y : ac 
tales functiones vocantur exponentiales. Porro autem consideratio 
angulorum aliud genus aperuit: veluti si angulus, cujus sinus est 
Zir. s, ponatur, “ (j) , ut sit <p ~ Aro. sin. $ , nullum est dubium^ 
quin- (p-sk functio - transcendens • ipsius s, et quidem infinitifbrmis: 
bineque cum convertendo prodeat s nz sin. Cf), erit - etiam sinus s 
functio transcendens angulb CP* Quanquami autem hae functiones 
transcendentes sine subsidio calculi integralis sunt agnitae , tamen 
i«1‘ ipsfcv- quasi ^ limina calculi integralis ad eas-* deducimur: earumque 
todote*- fr* itabis* jam est perspecta;, ut propemodum- Amotionibus 
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■ algebraicis aceenseti queant. Quare etiam perpetuo in calculo in- 
tegrali, quoties functiones transcendentes ibi repertas ad Ipgarhkmps 
vel angulos revoeare licet, .eas tanquam algebraicas spectare so- 
lemus. 

Scholion 2. 

29. Cum calculus intcgralis ex inversione calculi differentialis 
oriatur, perinde ac reliquae methodi inversae ad notitiam novi ge- 
; neris quantitatum nos perducit. Ita si a tyrdne 1 ’ primorum elemen- 
torum nihil praeter notitiam • numerorum integrorum positivorum 
postulemus, apprehensa additione, statim atque ad operationem in- 
versam, subtractionem scilicet, ducitur, notionem numerorum negativo- 
« rum assequetur. Deinde multiplicatione tradita, cum ad divisionem 

• progreditur , ibi notionem fractionum accipiet. Porro postquam 
✓ evectionem ad potestates didicerit , si ; per operationem inversam 

extractionem radicum suscipiat , quoties negotium non succedit , 

■ ideam numerorum irrationalium adipiscetur , haccquc . cqgnitio per 
totam Analysin communem sufficiens censetur. Simili ergo modo 
calculus integralis , quatenus integratio non succedit , novum nobis 
genus quantitatum transcendentium aperit. Non enim , uti omnium 
diflerentialia exhiberi possunt , ita vicissim omnium . diflcrentialium 
integralia exhibere licet. 

* 

'Scholidn '3. 

i •. 

'30. ^Neque vero statim ac- primi» conatus in integratione ox» 
pedienda fuerint initi, functiones quaesitae pro transcendentibus soht 
habendae; fieri enim saepe solet, ut intsgrale etiam algebraicum 
nonnisi per operationes artificiosas obtineri queat. Deinde quando 

- functio quaesita '.fucirit transcendens , sollicite videndum est , nura 

- forte ad species illas simplicissimas logarithmorum vel angulorum 
i revocari .* possit , quo casu solutio algebraicae esset aequiparanda. 
-.Quod ■ si minus successerit, formam tamen simplicissimam functionum 

transcendentium, ad quam quaesitam reducere liccut, indagari conve- 
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niet. Ad usum autem longe commodissimum est, ut valores func- 
tionum transcendentium vero proxime exhibentur, quem in finem 
insignis pars calculi integralis in investigationem serierum infinitarum 
impenditur, quae valores earum functionum contineant. 

Theorema. 

3 1 . Omnes functiones per calculum integralem inventae sunt 
indeterminatae, ac requirunt determinationem ex natura quaestionis, 
oujus solutionem suppeditant, petendam. 

Demonstratio. 

31. Cum semper infinitae dentur functiones, quarum idem est 
differentiale , siquidem functionis P -f- C , quicunque valor constanti 
C tribuatur, difterentiale idem est zzdP: vicissira etiam pi-oposito 
differentiali 3 P, integrale est P -4- C , ubi pro C quantitatem con- 
stantem quamcunque ponere licet: unde patet eam functionem, cujus 
differentiale datur zz d P , esse indeterminatam , cum quantitatem 
constantem arbitrariam in se involvat. Idem etiam eveniat necesse 
est, si functio ex quacunque differentialium relatione sit determinanda, 
semperque complectetur quantitatem constantem arbitrariam , cujus 
nullum vestigium in relatione differentialium apparuit. Determina- 
bitur ergo hujusmodi functio per calculum integralem inventa , dum 
oonstanti illi arbitrariae certus valor tribuitur, quem semper natura 

• quaestionis, cujus solutio ad illam functionem perduxerat, suppedi- 
tabit. 

Corollarium .1. 

32. Si ergo functio y ipsius x ex relatione quapiam differen- 
tialium definitur, per constantem arbitrariam ingressam ita deter- 
minari potest, ut posito x zz a fiat y zz b : quo facto functio erit 
determinata, et pro quovis valore ipsi x tributo functio y determi- 
natum obtinebit valorem. 
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33. Si ex relatione differentialium secundi gradus functio y 
definiatur , binas involvet constantes arbitrarias , ideoque duplicem 
determinationem admittit , qua effici potest , ut posito x m: a, non 
solum y obtineat datum valorem b , sed etiam ratio dato valort 
e fiat aequalis. 

Corollarium 3. 

34. Si y sit functio binarum variabilium x et t ex relatione 
differentialium eruta , etiam constantem arbitrariam involvet , cujus 
determinatione effici poterit, ut posito t~a, aequatio inter y tl x 
prodeat data, seu naturam datae cujuspiam curvae exprimat. 

S c h o 1 i o n. 

3 6 . Ista functionum integralium , seu quae per calculum inte- 
gralera sunt inventae, determinatio quovis casu ex natura quaestionis 
tractatae facile deducitur ; neque ulla difficultate laborat , nisi forte 
praeter necessitatem solutio ad differentialia fuerit perducta, cum per 
Analysin communem erui potuisset: quo casu perinde atque in Alge- 
bra quasi radices inutiles ingeruntur. Cum autem haec determinatio 
tantum in applicatione ad certos casus instituatur, hic ubi integrandi 
methodum in genere tradimus, integralia in omni amplitudine cona- 
bimur; ita ut constantes per integrationem ingressae maneant arbi- 
trariae , neque nisi conditio quaedam urgeat , eas determinabimus. 
Caeterum determinatio functionum ipsius x simplicissima est , qua 
eae casu x zzz 0, ipsae evanescentes redduntur. 

D e f i n i t i o 6. 

3 6 . Integrale completum exhiberi dicitur, quando functio quae- 
sita omni extensione cum constante arbitraria repraesentatur. Quando 
autem ista constans jam certo modo est determinata, integrale vo- 
cari solet particulare . 
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DE CALCULO INTEGRALI 


.Corollarium i. 

3 7- Quovis ergo casu datur unicum integrale completum; in* 
tegralia autem particularia infinita exhiberi possunt. * Sic differcntia- 
lis xdx integrale completum est £ x x -J- C, intcgralia • autem par- 
ticularia £ x x ; i x 1 ; \x x — (- 2 etc. multitudine infinita. 

• •• ' •• - ♦ 

4 w * 

Corollarium ■'2. 

3 3.‘ Integrale ergo Completum omnia integralia particularia in 
.se complectitur; . ex -..eoque h ace omnia facile .formari, possunt. -Vi* 

* cissim . autem .- ex intcgralibus particularibus , integrale completum 
.non innotescit. Sacpcnumero autem, uti deinceps patebit , '..'habetur 

methodus, cx intcgrali. particulari completum . inveniendi. 

: 'S c: h o 1 i o^n. 

■"39. Interdum 'facile est * integrale -particulare ‘conjectura rei 
divinatione assequi. Veluti • si ejusmodi functio ipsius x, quae ' sit 
y, quaeritur, ut sit d y -f- y yd x zzz ()x x xd y, huic - aequatio- 
ni manifesto - fatisfit sumendo^j/ “Zifa:; quod ergo est ; integrale par- 
ticulare, V quoniam, >in eo nulla unest* constans- arbitraria; at 'integrale 
completum repevitur y rzz . quod illud particulare in se con- 

tinet, sumendo C.~ oo. Simili modo sumendo C:~ 0, ‘ hinc* aliiid 

r 

integrale obtinetur quod superiori aequationi perinde satis- 

facit ac prius !/"x. Omnia ■ autem integi alia particularia, quae- 
cunque satisfaciunt, contineri nccesse- est: in formula generali y ;zz 
prouti constanti arbitrariae C alii atque alii valores tribuan- 
tur; ita sumto C ~ 1 fit etiam y zn i. Plerumque autem evenire 
solet , ut etiamsi integrale quoddam r particulare sit algebraicum , 
- tamen integrale completum • sit transcendens. • Veluti si proposita 
sit haec aequatio dy -4~ yd x — dx -+* xd&y • statim patet satisfieri 

• posito y nz x , quod ergo est integrale particulare; verum integrale 
completum constantem arbitrariam C involvens, est y~x -\- Ce , 
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denotante e numerum cujus Iogarithmus ~ 1 : nisi ergo hic suma- 
tur CznO, functio y sempev est transcendens. Haec in genere 
notasse sufficiat, antequam ad tractationem ipsam calculi integralis 
aggrediamur, quandoquidem ad omnes integrationes pertinent: nunc 
igitur forma tractationis exposita, ad opus tractandum pergamus, 


CONSPECTUS 


UNIVERSI OPERIS 

DE 

CALCULO INTEGRALL 


LIBER PRIOR: Tradit methodum investigandi functiones unius va- 
riabilis ex data quadam relatione difTercntialium , continet- 
que duas partes r 

Pars prior: Quando relatio illa data tantum diflerentialia primi 
gradus complectitur. 

Pars posterior: Quando relatio illa data diflerentialia secundi al- 
tiorumve graduum complectitur. 

LIBER POSTERIOR: Tradit methodum investigandi functiones dua- 
rum pluriumve variabilium ex data quadam relatione diffe- 
rentialium, continetque duas partes: 

Pars prior: Seu Investigatio functionum duarum tantum variabi- 
lium ex data differentialium cujusvis gradus relatione. 

Pars posterior: Seu Investigatio functionum trium variabilium, ex 
data differentialium relatione- 
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CAPUT I. 


DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN- 
TI ALIUM RATIONALIUM. 

Definitio. 

40. 

Formula diflerentialis rationalis est, quando variabilis x, cu'|u$ 
functio quaeritur, differentiate dx multiplicatur in functionem ratio- 
nalem ipsius x : seu si X designet functionem rationalem ipsius x , 
hacc formula diflerentialis X d x dicitur rationalis. 

Corollarium I . 

4 1. In hoc ergo capite ejusmodi functio ipsius x quaeritur, 
quae si ponatur t/, ut ^ aequetur functioni rationali ipsius x seu 
posita tali functione ” X, ut sit ^ zs X. 

Corollarium 2. 

42. Hinc quaeritur ejusmodi functio ipsius x , cujus difleren- 
tiale sit ~ X()a:; hujus ergo integrale, quod ita indicari solet 
/xa x, praebebit functionem quaesitam. 

Corollarium 3. 

4 3. Quodsi P fuerit ejusmodi functio ipsius x, ut ejus diffe- 
rentiate 9P sit “Xc)r, quoniam quantitatis P-f-C idem est diffe- 
rentiate, formulae propositae Xdx integrale completura est P-j-C. 

Scholion 1 . 

44. Ad libri primi partem priorem hujusmodi referuntur quaes- 
tiones , quibus functiones solius variabilis x, ex data differentialium 
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t 

primi gradus relatione quaeruntur. Scilicet si functio quaesita zzzy 
et — p, id praestari oportet, ut proposita aequatione quacunque 
inter ternas quantitates x, y et p, inde indoles functionis t/, seu 
aequatio inter x et y, elisa littera p> inveniatur. Quaestio autem 
sic in genere proposita vires analyseos adeo superare videtur , ui 
ejus solutio nunquam expectari queat. In casibus igitur simplieio* 
ribus vires nostrae sunt exercendae , inter quos primum occurrit 
casus, quo p functioni cuipiam ipsius x puta X aequatur, ut sit 
|^“X, seu d y “ X 3 x, ideoque integrale y~fXdx requira- 
tur , in quo primam sectionem collocamus. Verum et hic casus 
pro varia indole functionis X latissime patet, ac plurimis difficulta- 
tibus implicatur: unde in hoc capite ejusmodi tantum quaestiones 

evolvere instituimus, in quibus ista functio X est rationalis: deinceps 
ad functiones irrationales atque adeo transcendentes progressuri. 
Hinc ista pars commode in duas sectiones subdividitur, in quarum 
altera integratio formularum simplicium , quibus p — functioni 
tantum ipsius x aequatur , est tradenda, in altera autem rationem 
integrandi doceri conveniet, cum proposita fuerit aequatio quaecun- 
que ipsarum x , y et p . Et cum in his duabus sectionibus, ac po- 
tissimum priore, a Geometris plurimum sit elaboratum, eae maximam 
partem totius operis complebunt. 

S c h o 1 i o n 2. 

45 . Prima autem integrationis principia ex ipso calculo diffe- 
rentiali sunt petenda, perinde ac principia divisionis ex multiplicatio- 
ne, et principia extractionis radicum ex ratione evectionis ad pote- 
states sumi solent. Cum igitur si quantitas differenti anda ex pluri- 
bus partibus constet, ut P-+-Q— R, ejus difTerentiale sit3P+3Q-dR> 
ita vicissim si formula differentiatis ex pluribus partibus constet, ut 
P3.r-}-Qda: — Rete, integrale erit /Pdar-f- /Qdx — /*R3.r, singulis sci- 
licet partibus seorsim integrandis. Deinde cum quantitatis «P differentia- 
!e sit a3P, formulae dilferentialis a?^x integrale erit a /? 3 x: scilicet 
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per quam quantitatem constantem formula diflerentialis multiplicatur, 
per eandem integrale multiplicari debet. Ita si formula diflerentialis 
sit flPdx-f-6Q8.r-f-cRD.r, quaecunque functiones ipsius x litteris 
P, Q, R designentur, integrale erit af?dx -f- bfQdx -f- c/Kdx: 
ita ut integratio tantum in singulis formulis Pdx, Q dr ct Rdx, sit 
instituenda. Hocque facto insuper adjici debet constans arbitra- 
ria C, ut integrale completum obtineatur. 

Problema 1. 

4 6. Invenire functionem ipsius x , ut ejus diflerentiale sit 
IZZ a x n dXj seu integrare formulam diflerentialem a x 1 d x. 


Solutio. 

Cum potestatis x 91 diflerentiile sit mx m ~ l Jx, erit vicissira: 
f mx* ' 'dxzzimf x m ~*dxzz:x m y ideoque f ' d x ~ x m . 

Fiat m — i — n, seu 1 , erit : 


f x n d x zz 


ti+i 




X 


et 


a f x* d x 
J n-+- 1 




Unde formulae diflerentialis propositae a x n dx integrale completum 
erit x nH " 1 H- C, cujus ratio vel inde patet, quod ejus difleren- 
tiale revera fit HL a x n d x. Atque haec integratio semper locum 
habet, quicunque numerus exponenti n tribuatur, sive positivus sive 
negativus, sive integer sive fractus, sive etiam irrationalis. 


Unicus casus hinc excipitur, quo est exponens n :zr — i, seu 

a d x • 

haec formula — — integranda proponitur. Verum in calculo diffe- 
rentiati jam ostendimus , si l x denotet logarithmum hyperbolicum 
ipsius x , fore ejus diflerentiale zz ; unde vicissim concludimus 
esse /V zzzlx, et f^~—.alx. Quare adjecta constante arbi- 
traria, erit formulae integrale completum znalx- f-Cz^/a a -f-C: 
quod etiam pro C ponendo l c , ita exprimitur / c x tt . 
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Corollarium 1. 

47. Formulae ergo diflercntialis ax n ^x integrale semper est 
algcbraicum, solo excepto casu quo n~ — 1, et integrale per lo- 
garithmos exprimitur, qui ad functionis transcendentes sunt referendi. 
Est scilicet — a l x -j- C “ / c x *. 

Corollarium 2. 

4 8. Si exponens n numeros positiros denotet, sequentes inte- 
grationes utpote maxime obviae probe sunt tenendae: 

f cidx “rtx-4-C; /axdx~-xx-\- C; fax*}) xzzz" a: 3 -f-C; 

2 O 

f ax^dxzzz^x* -+-C; f ax^Ox — | x 5 -f-C; fax s 3x~|x 6 -hC; etc. 


Corollarium 3. 

4 9. Si n sit numerus negativus, posito n ~ — m, fit 

‘a d x 


r ^dx a i-m \ n J — 11 1 C- 

J n — m ' ‘ — 1 ) X® * ■ * 

unde hi casus simpliciores notentur : 

rfi* — - a « p. /•?_§* — ~ a \ r- ri^Jl — ~ a 1 r. 
J x* x J x 3 3xx ^ J x* — 3* 1 1 


— ~ a 1 r». r 15^E — ~ g 1 r». 

y x* — y *• — ix‘ 


a dx , — a 


etc. 


Corollarium 4. 


6 0. Quin etiam si n denotet numeros fractos, integralia hinc 
obtinentur. Sit primo n zzz erit 

/a d x >/ x n = x]/x m -^- C. 

Unde casus notentur : 

f adx\/x~ ~ xj/x-j- C; /'axBxy > xnz j^/r-j-C; 
faxx d x y' x ~ — x 3 j/, x-\- C; fax*dxy'xzzz — x * \/x-\~ C; etc. 
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\ 


5 1 . Ponatur etiam n zz — — , et habebitur 

2 

/ adx a o * « p — 3 g t p ' ' 

y~ x m ^ ^ — (m-ajV *»"'-* ^ . ' 

Unde hi casus notentur : 

= W* + P; /tk - V5 5 + c ; 


r «d* — — 3 q , p. r a d x ~ 3 g _ 4 _ r • otr 

J x x Y x 3 * V x ' ’ J x 3 yTx & x*Y *-». • ^ *. ' i "" 


adx 


i 


Corollarium- 6. 


5 2. Si in genere ponamus n ZZ fiet : 

'J; 1 * , . »♦ *"» «... % 

Jt , M 

fax y 3 x =z x _T -H C, seu per radicalia 

* ** f* I * \ 

• — ' *■ • •<*•■****» •••« * 


r w 

f ad x Yx* 1 — jf V _ ~ Y x -4- C. 
Sin autem ponatur n zz ; habebitur : 


• • : * f 


\ 



d x 


o t 1 


y a 


* « v — V~ X 


V— fi 

y 


C, seu per radicalia: 


M 


x’ 


/ 


o9 x = J1 a_^,_ _ 


1 . 


STchoIion i.. 


53'. Quanquam in hoc capite functiones tantum rationales 
tractare institueram, tamen istae irrationalitatcs tam sponte se "ob-' 
tulerunt , ut perinde ac rationales' tractari possintL Oaeterum hinc 
quoque formulae magis complicatae integrari possunt, si pro x func- 
tiones alius cujuspiam variabilis z statuantur. Veluti si ponamus 

x—f-\-gz t erit dx^zgdz: quare si pro a scribamus J, habebitur;. 

o. 
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fa d z (/ + g z)' = (f+g z)' + ' -f- C. 


UT7*i* — (.-.lia+pF 1 c ' 


Casu autem singulari, quo n zz — 1 : 

//-& = ]‘(/+g 

Tum si sit n zz — m, fiet : 

/ ad* — • a 

U+T- 

Ac posito n zz *, prodit: 

/adz(f+gz)? =Z (/+^*)’ * ' “h C. 

Posito autem n zz — obtinetur, 

adz va(f-\-gz) 


i+< 


f. 


K K 

C f -\-gz>y ( y — (X) g cy -h g Z) ¥ 


4-C. 


S c h o 1 i o n 2. 


6 A. Caetevum hic insignis proprietas annotari meretur. Cum 
hic quaeratur functio g, ut sit d y = ax n dx , si ponamus — — p 9 
haec habebitur relatio p'zzax n t ex qua functio y investigari debet. 
Quoniam igitur est 


y 


» + • 


*' + ‘ -+- c , 


ob a x n — p, erit quoque y ~ -j- C : sicque casum habemus, 

ubi relatio diflerentialium per aequationem quandam inter x t y et p 
proponitur , cuique jam uovimus satisfieri per aequationem y ZZZ 


— rr x*^* -f- C. Verum haec non amplius erit integrate completum 




pro relatione in aequatione y zz -+■ C contenta , sed tantum 
particulare , quoniam integrale illud non involvit novam constantem, 
quae in relatione diflerentialt non insit. Integrale autem comple* 
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tura est y — ~~ x 71 ^ 1 4 - C: novam constantem D involvens: hinc 
enim fit ^”aDx n ~ p, ideoque y ” ~f~ C. Etsi hoc non 

ad praesens institutum pertinet, tamen notasse juvabit. 

Problema 2. 

6 5. Invenire functionem ipsius x, cujus di ffcrcntiale sit zzX3.r, 
denotante X functionem quamcunque rationalem integram ipsius 
x, seu definire integrale /X c) a:. 

Solutio. 

Cum X sit functio rationalis integra ipsius x , in hac forma 
contineatur necesse est: 

X zz: a fix -j- yx* Sx 3 -f- ex* -4- £x s -f- etc. 
unde per problema praecedens integrale quaesitum est 

^Xdx — C-4-a^-j-^(3x a -4- x s -t-%£x 6 -t- etc. 
Atque in genere si sit X zz ax* -f- fixi 1 -f- yx* etc. erit 

/xdx — C-f- -+- ,-X_ **- t -+etc. 

ubi exponentes A , jul, y etc. etiam numeros tam negativos quam 
fractos significare possunt; dummodo notetur, si fuerit X ~ — 1, 
fore zz a Ix, qui est unicus casus ad ordinem transcenden- 

tium referendus. 

Problema 3. 

66. Si X denotet functionem quamcunque rationalem fractam 
ipsius x , methodum describere, cujus ope formulae X^x integrale 
investigari conveniat. 

Solutio. 

Sit igitur Xz:^, ita ut M et N futurae sint functiones in- 
tegrae ipsius x, ac primo dispiciatur , num summa potestas ipsius 
x in numeratore M tanta sit, yel etiam major quam in denomina- 

4 
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tore N ? quo casu ex fractione partes integrae per divisionem 
eliciantur, quarum integratio, cum nihil habeat difficultatis, totum 
negotium reducitur ad ejusmodi fractionem v 1 ,. in cujus numeratore 
M summa potestas ipsius x minor sit quam denominatore N. . 

Tum quaerantur omnes factores ipsius denominatoris «V, tara 
simplices si fuerint reales, quam, duplices rcales, vicem scilicet bi- 
norum simplicium imaginariorum gerentes; simulque videndum est, 
utrum hi factores omnes sint inaequales nec nc? pro factorum enim 
aequalitate alia modo resolutio fractionis ^ in fraetiones. simplices 
est instituenda, quandoquidem cx singulis factoribus fractiones par- 
tiales nascuntur* quarum aggregatum fractioni propositae - aequa- 
tur. Scilicet ex factore simplici a-\-bx nascitur fractio — . -r— ; si 

1 a — b x 

bini sint aequales, seu denominator N- factorem habeat (a -j~ bx)* t 
hinc nascuntur fractiones ex hujusmodi, autem 

factore (a-f-fra:) 3 hae tres fractiones 

A i B > C 

(a -J- b x)i ' " (u -h bx) z ■ o-t-6® 

et ita porro- 


Factor autem duplex, cujus forma est aci — 2 a b x cos. % 
~l-bbxx, nisi alius ipsi fuerit aequalis, dabit fractionem partialem 

ea —" 2 ' at x Vol < Tb~x 1 &l autem denominator N duos hujusmodi fac- 
tores aequales involvat , inde nascuntur binae hujusmodi fractiones 
partiales : 

a— f - Bx | c-f-o * 

(a a — 3 a b x cos. b ixi)' a a — a .r b x cos. £ ■+■ bb xx’ 

at si cubus adeo (aa — 2 abx cos. % -f- bbxx)* fuerit factor de- 
nominaturis N, ex eo oriuntur hujusmodi tres fractiones partiales : 


n x 


-h 


Dx 


(o a — ■ abx cos. £ *fr 0 o x x)i (a a 

~b 

et ita port’«. 


a abx os. f 4-0 o x 
K-f-Fx 


a a — * a b x cos. { H- b b x x 
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Cum igitur hoc modo fractio proposita ^ in omnes suas frac- 
tiones simplices fuerit resoluta , omnes continebuntur in alterutra 
harum formarum, 

. a i A B x 

- ' e ' (i-f&x)*» ve ( a — labxcos. <>-\-bbxx) n1 
ac singulos jam per dx multiplicatos integrari oportet, erit omnium 
horum integralium aggregatum valor functionis quaesitae /X d x 

— /n o x. 

Corollarium 1. 


5 7. Pro integratione ergo omnium hujusmodi formularum 
totum negotium reducitur ad integrationem hujusmodi bina- 

rum formularum: 

r Adx . /• f A -4- B x) d x 

J (“4^ b x - )" el J {> a — au bx cos. { -f- b b x x) n ’ 

dum pro n successive scribuntur numeri 1, 2, 3, 4 etc. 


Corollarium 2. 

5 8. Ac prioris quidem formae integrate jam supra (53) est 

expeditum, unde patet fore : 

f _ A - f— — £ / (nt ~h b x) -f- Const. 

J a -f- b x b 

= For^xl -I- Const - 
f * c - -t- **T“ ~t" Con8t 


et generatim 
' /(■ 


a a x 

a -h b x) 11 


— A 


(« — i) b (<i • 


7“ x -)n= r “h Const. 


Corollarium 3. 


5 9. Ad propositum ergo 
nisi ut integratio hujus formulae 

r (ah- b x) dx 

J (a a — 9 a b x cos -f- b b x xj* 


absolvendum nihil aliud superest, 


< • 
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doceatur, primo quidem casu n — 1 , tum vero casibus n ZZ 2 , 
n “3, n ~ 4, etc. 

S c h o 1 i o n 1 . 

6 0. Nisi vellemus imaginaria evitare, tofum negotium cx jam 
traditis confici posset: denominatote enim N in omnes suos factores 
simplices resoluto, sive sint reales sive imaginarii, fractio proposita 
semper resolvi poterit in fractiones partiales hujus formae — vel 
hujus integralia cum sint in promptu, totius formae 

“-da: intcgrale habetur. Tum autem non parum molestum foret 

binas partes imaginarias ita conjungere, ut expressio rcalis resulta- 
ret, quod tamen rei natura absolute exigit. 

S c h o 1 i o n 2. 

6 1 . Hic utique postulamus , resolutionem cujusque functionis 
integrae in factores nobis concedi, etiamsi algebra neutiquam adhuc 
eo sit perducta, ut haec resolutio actu institui possit. Hoc autem 
in Analjsi ubique postulari solet, ut quo longius progrediamur, ea 
quae retro sunt relicta, etiamsi non satis fuerint explorata, tanquam 
cognita assumamus: sufficere scilicet hic potest, omnes factores 
per methodum approximationum quantumvis prope assignari posse. 
Simili modo cum in calculo integrali longius processerimus, integra- 
lia omnium hujusmodi formularum X d x, quaecunque functio ipsius 
x littera X significetur , tanquam cognita spectabimus ; plurimumque 
nobis praestitisse videbimur, si integralia magis abscondita ad eas 
formas reducere valuerimus: atque hoc etiam in usu practico nihil 

turbat, cum valores talium formularum /Xd a‘, quantumvis prope 
assignare liceat , uti in sequentibus ostendemus. Cactcrura ad has 
integrationes , resolutio denominatoris N in suos factores absolute 
est necessaria , propterea quod singuli hi factores in expressionem 
integralis ingrediuntur: paucissimi sunt casus, iique maxime obvii, 
quibus ista resolutione carere possumus: veluti si proponatur haec 
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formula statim patet, posito z^zziv, eam abire in p x ^» 

cujus integrale est /(1 -f~ f) zz W(1 -f-a. n ); ubi resolutione in facto- 
res non fuerat opus. Verum hujusmodi casus per se tam sunt 
perspicui, ut eorum tractatio nulla peculiari explicatione indigeat. 

v Problema 4. 

6 2. Invenire integrale hujus formulae: 
v r ( a -t- b x) a r 

" J a a — a a b x cos. £-+- bb x x' 


Solutio. 


Cum numerator duabus constet partibus Adx -f- Bxdx, haec 
posterior UrcXr sequenti modo tolii poterit. Cum sit 

1 (« a — 2 a b x cos. / + bbxx) = »*•” ■ L+j£* *± * 

v ^ ' J a a — aabxcos.s-j-bbxx 7 

n 

multiplicetur haec aequatio per et a proposita auferatur: sic 

enim prodibit 

/ (A -f- Bacos ‘ * ) fix 

L_ : 

aa — 2abxcos.%-\-bbxx 

9 

ita ut haec tantum formula integranda supersit. Ponatur brevitatis 
gratia A -f — ~ C, ut habeatur haec formula: 

Cdx 

a a — 2 a b x cos . £ -f- b b xx* 

quae ita exhiberi potest • • 

r Cdx 

J a a sin. -f- (6 x — a cos. £)** 

Statuatur b x — a cos. £ zz av sin. hineque dx . im{ i e 

formula nostra erit : 

/ Codvsin £:b C r dv 

a a sin. (i -f- v v) absin- i + vv' 

Ex calculo autem differenti ali novimus esse: 
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f t +lv — Arc * tan S' v == Avc - tan S- ol/nT^ ’ 

. unde ob C = , erit nostrum integrale 

a fe +.B a cos . _ { A r c. tang. L «~«y . 

a 6 6 sin. £ & a m. f ^ ^ 

Quocirca formulae propositae a fl __ a aT^h 0 *.f ibbxx * ntc S ra * e cst: 
a66 l ^ aa ~ 2 ab x cos. $-\-bb XX) + abbsill ^ Arc. tang. , 

quod ut fiat completum, . constans .arbitraria ,-CI insuper addatur. 

(Corollarium *1. 

03. Si ad Arc. tang. addamus 'Arc tang."^|, quip- 

1 pe qui in constante addenda contentus concipiatur, > prodibit vArc. 

tang . — b * s .'- n :.i sicque habebimus: 

a — b x cos. ^ 

f ( a -4- b x) 3 « — -■ — l(aa — 2abxcos.?-\-bbxx) 

J aa — a a b xcot, { + b b x x abb * 

- H TFbli^i - A] rc * tl ang * « - ; 

adjecta, constante C. 

fC orollarium 2. 

6 4. Si velimus ut integrale hoc evanescat , posito x— 0, 
constans C sumi debet m — rri l « a, sicque fiet: 


bx — a cos. <f . 


( K -i- R x) 3 * 


, a b b 

i B y V (■ a — a <i b x cos', f -f- b b x x) 


r ! 

. J au — auftjceot.^ -f- b b x x bb 

Aro; tang . 

n h h ? & Q — — b X CO\ 


.. a 


a bb sin. f a — * x cot. 

Pendet ergo hoc integrale partima logarithmis, partim ab -arcubus 
circularibus seu angulis. 

♦ Corollarium - 3. 

6f). Si littera B evanescat, pars a logarithmis ‘pendens eva- 

* 

nescii, filque 


/ * A 3 x 

a a — a a bx ot.$ -f -b b x x 


'A . , , h x sin. t 

—r .~i Arc. tang. - — 5 

absin.g ° a — bxcos.f 


sicque per solum angulum definitur. 
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Corollarium 4 . . . 


66. Si angulus % sit rectus, ideoque cos.£ — 0, et sin.^rzif, 
habebitur : * 

* Arc. tane. *-*- + C. 

J a a 4* bbxx bb • a* a6 . w a 

5i angulus-- £ sit 6 0°, ideoque cos. % zz .} ct sin. £ — erit: 

f = Arc . ta 

J a .*• — a 0 x. f-b-b x x bb > <i 3 » ^ aa — 

At si £ zz 1 2u°, ideoque cos. £ zz — l et sin. % 


V 3 


erit: 


/ ( ^ + BxPx B . / (aa + <iit + 6iicx) , a.A b— B i , ix^3 

a a-f-a b x -r 0 b x x bb - a - • " abbYb * iC ‘ 


<k« , r~# 

e aa ~t~bx 


S-cholIon*. 1 .' - 

6 7.’- Omnino - hic 'notatu* - dignum ’ evenit , quod- casu % zz: 0, 
quo'< denominator- aa — 2abx-\~bbxx fit- quadratum, ratio anguli 
ex integrali discedat.'- Posito enim angulo % infinite parvo, erit 
cos.£ ZZ- 1 - et sin. £ zz.£; unde pars logarilhmica fit — l et. 

altera ; pars : ' 

1L+JL? Arc tane — — (*A±2L a >.£ ' 

a b bf ; AlC * W S* a—bx a 6 (-. - bx) 

• b x ? 

quia 3 arcus infinite • parvi — — ~ tangens ipsi- est aequalis , sicque 
haec i pars fit algebraica. Quocirca erit : 

/4±^).i 5 = n 1“-=^-+- '■+■ Const. . 

J ■ (a — ox/ bb' a 1 a b (a — bx) ' 

cujus t veritas ex praecedentibus est manifesta: est enim < 

A + Bx fl - . Ai + !la 

— Axi» AC, — Jr)T b(a i 


(a — b xj 9 

Jam vero- est 

B-9* 


t (a — b x) b (a — b x)*’ 


B ", a — bx 


r — R , / , . B ", B". 

J b (a —.bx) bb^\ a bx) ^ ^ 

f ( -\ b -h B -) r ) X A t -f- B a ' (A b -f- B a) (A & -4 - a) x 

/ 6 (a — 6 x)* 6 b (a — 6 x) a b b -• a i (a x) * 

siquidem utraque integratio ita determinetur ut, casu x zz 0 , inle- 
gralia evanescant. 


Digitized by Google 


3 2 


CAPUT I. 

S ch o 1 i o n 2 . 


6 8. Simili modo, quo hic usi sumus, si in formula difleren- 
tiali fracta — — , summa potestas ipsius x, in numeratore M , uno 
gradu minor sit quam in denorainatore N, etiam is terminus tolli 
poterit. Sit enim 

M =z A x n ~' -4- B x n ~* -f- C * n - 3 4 - etc. et 

N zz ax 11 fix n — 1 4- yaP a 4- etc. 

ac ponatur zz d y: Cum jam sit 

dN zz na/ - ' dx -f- ( n — 1) fix n ~ 7 dx-\-(n — 2)y x n—3 D:r4-etc. 
erit: 


A 3N 
na?) 


=¥<* 


X 


,n — 1 


4- 


( n — 0 A P ~n — ; 


n a 


(n — a) A y 
n a 


;r n ~ 3 4-etc.) 


quo valoro inde subtracto remanebit: 

ay-rf-s = r « B - «“1 

Quare si brevitatis gratia ponatur: 

B- 4’— = ®; e — = «; D - = Si etc. 

obtinebitur: 

A ' -d.r (^:r n ~ 3 4£^ n— 3 4©* n— M-etc.) -Mfix 

^ na 1 ax 11 — \-fix n ~ l -\-yx n ~*-f- <5a:' l-3 4 e t c ‘ N 


Hoc igitur modo omnes formulae differentiales fractae eo reduci 
possunt, ut summa potestas ipsius x in numeratore duobus pluribus- 
ve gradibus minor sit quam in denominatoxe. 


Px o b 1 e m a 5. 


. r fA -4- flaO 3.r 

6 9. Formulam mtcgralem / (f>a _ 2 a ~ bx cos . ^ + 

ad aliam similem reducere, ubi potestas denominatoris sit uno gra- 
du inferior. 


/ 
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*. '.4 


Sit brevitatis gratia a a — 2 ab x cos. £ -f- b bxx zzz X , ac 
r f A -f- B^r') d x 

;P onatar / —y- Cum ob aX = — 2abdxcos.f 

.-j-2 bbxdx> sit: 

I f • 

Q .C,r+- Da? _ , w (C -4- Da*) dX Dda? \ 

U X R 1 x nH_I x» - 

ideoque : 

« c zh D- 37 ^2 nb (C -^-Dx'){a cos ^ — bx)dx t r D3a? 

~ X K -^‘ W ‘xT - ’ 


X» * 

I r 

«habebimus: 


' l 

ti ^^^_ r fc[b^nCibcos:Z+T(B+2TiT)abcofi.Z-2nCbb')-2n'nbbxx] 

- X* . ” X^ ~ " 

• • • 



A 


Jam in formula priori litterae C ct D ita .definiantur, ut numera- 
tor per X fiat divisibilis. Oportet ergo sit — — 2nDXdx, unde 
nanciscimur i 

■ 

A -f- 2 nCfli cos. % z zz — 2rFDaa, et 
^ — b* 2 /i D a b cos. % — 2 nCbb zzz 4 n JD a b cos. 


seu B 


t w 

— 2nCbb — 2nDab cos. hiacque . « ^ [ 

» 6 coj . r 

i- . ; r » 


At ex priori conditione est 


2 /i D a — ~A— «»£?*£«• £ 

a 


► 

, quibus aequatis fit: 


I T 


Ba -f- A b cos. % — 2nCabb sin. P — 0, seu 

P _Ba-4-A4cp ? .^. . * * ^ 

^ mab&un.'? * U,1 ^ e 

P 9 nC./j/i — P — r B n — K b coi. £ — ' bcot.f—Bficptfr 

asinf atin.f V* 

,iu «t repcriatur D = Sumtis ergo | Uteii8 

6 
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Ba-f- \ 6 cos. — A h — Ba eos. £ 

— ,? ct D rzz — — — 7 , 7 -^. ent 


a :i a b b sin. 

C -+* I)Jf r — a nDdx 

X n 


y + ™ =/ 

ideoque 

^ ( \ - 4 - B .r) 0 r — C — D .r 


a n a a b sin. ’ 


9K 


sive . 


^n-J-* (“ n ^ f y^til 

■ r ( X -f- » g ) ^ x — B a a — X n b cos . ? -|— (A 4- Dabcos.?)x 

J X«-M — *. ... a a ob sin. ? 3 X* 

. (an — i) ( V 6 -f- B a cos. ? ) rdx 
■" a n a a b sin. ?* J X' 1 ' 

Quare si formula f c ~ constet, etiam integrale hoc 
J * — — assignari poterit. 

Corollarium' 1 . 

* 

70. Cum igitur manente 

X zz aa — 2 ab x cos. £ bbxx, fit 

/dx bxsin .<? , ... 

x- = rran?A rc - tan e- co n »i. M: 

f ( A -t- B' x) d-x — 3 qa — Alti c o;.^-+- (V -f- B ab cos. <f) x 

J X* naabbsin.? 3 X 

. A6-f-Baco; ? » , _ bxsin.? , „ 

sin. ?• ArC * tan S’ a— b x cqs~? ~f" ^<> n St. 

Ideoque posito B “ 0 et A — 1 , iiet 

/ dx —aco; , ? + bx , i . bxsin.? , ~ 

X» aaab sin. f* X •* a o a bsiZf 3 ArC * tan S* h — bxcos .? “f~ Const * 

Integrale ergo / ^ * logarithraos non involvit. 

Corollarium 2. 

7 1 . Hinc ergo cum sit : . 


dx — <r eos. ? -J— 6 x 


/ dx — 

X 3 na 


+ + Con « 


4 « a 6 sin. ^ a . X a F 4 a «**’# 

erit illum valorem substituendo : 

f — — acos.?-+-b x . 5 ( — acot.^-f- 6 x) 

/ X* 4aa6jin.^ a .X* ' a . 4 a*b sin?*. X 


Hincque porro concluditur : 


>4_ 1 5 Arc tan? b **'*■{ 

^ a . 4 «« b sin. ArC ’ tan S* a - bx cos. ?* 
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/.3« — a eos. f -4- b x . 5 ( — a cos. {-\-b x ) . 5 • & (n — eos bx) 

J X* 6 a ab sin. £*. X* ' 4 • b °* bsin . X' ' a . 4 • *> a ® ^ **'*• • X 

. t.3.5 * , bx sin. ^ 

2.4 .tia-bJin ^ Arc. tang. - — b XC ot.{' 
Corollarium 3. 

72. Sic ulterius progrediendo, omnium hujusmodi formularum 
integralia obtinebuntur : 

/ d x rd x rdx rd x 

X » J X" J x*’ J X*’ etc * 

quorum primum arcu circulari solo exprimitur , reliqua vero prae- 
terea partes algebraicas continent. 


S c h o l i o n. 

d x 


73. Sufficit autem integralia j 


X n +‘ 


nosse , quia formula 


, (A -4- B .r) d x 

J — ~ x n ~*~ l ^ acI ^ e eo reducitur : ita enim repraesentari potest 

i f 2 Abbdx -4- 2 B bbxdx — 2 B«63:rcos.£'-T- 2 B abdx cos. % 
2bb ‘ X^ ~ 

quae ob 2bbx dx — 2 abdx cos. % abit in hanc 


1 .B^X i t «(A b -j|- B a cos. £) dx 
2bb ‘ X ^ 7 b * 


dX 


At /xn-H. nX *» 


X n -+-‘ 


unde habebitur: 


/ 


(A - 4 - Bx) dx — B Ab -4- Bx cos. / . d x 
— ' / 


X n -*-‘ 2nbbX n 


X n4-.’ 


dX 


unde tantum opus est nosse integralia f — quae modo exhibui 


mus. Atque haec sunt omnia subsidia quibus indigemus ad omnes 
formulas fractas ^ d x integrandas, dummodo M et N sunt functio- 


+* 
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nes integrae ipsius x. Quocirca in genere integratio omnium hujus^ 
modi formularum fVdx, ubi V est functio rationalis ipsius x quae- 
cunque, est in potestate: de quibus notandum est, nisi integralia 

fuerint algebraica, semper vel per logarithmos vel angulos exhiberi' 
posse. Nihil aliud igitur superest , nisi ut hanc methodum aliquot 
exemplis illustremus^ 


Exemplum i. 


7*1. Proposita formula differentiati , definire 

ejus integrate. 

Cum in numeratore variabilis x pauciores habeat dimensiones, 
quam in denomina tore, haec fractio nullas partes integras complec- 
titur. Hinc denominatoris indoles perpendatur, utrtwn habeat duos 
factores simplices rcales nec nc? ac priori casu num factores" sint 
aequales? ex quo tres habebimus casus evolvendos^ 

I. Habeat denominator ambos factores aequales, sitque — ■ ■ 
(a b x) 9 , et fractio £ ~\~ ~Fx ) » resolvitur in duas , 


* 


A fi — Ba B _ 

2T^;j A x)* ' b (a-f Ax)’ 


unde fit: 


/(A-+-Bx) 3* B’ — Ai . B 

J (a-h £*)•*“ Fbja^- bx) ' bb 


/ (« -j- 6 ar) -f- Const. 


9i intcgrnle ita determinetur, ut «vanescat posito a;— 0, reperi- 
lUI' 


P ( A -4- B y) 3 X (A b — B <* ) -t , , a -f- b x 

J aA(a-j-Ax) FI a * 

II. Habeat denominator duos factores inaequales, sitque pro- 
jnmiUl httto formula- ^ & x t et ^ aec fractio 1 resolvitur 
in l.a» partiales : 


Ai* 9» . A f — B / dx 

bj • 1 i < ' « ~hb x < a g — * 6 J ' / + !*’ 

nudo ohllnrlur integi ale quaesitum: 

(A |* n *) >» » ■— » b -- S n . a - 4 -bx . A g — B/ 

' (.< i b*) (j i g *) b (ZjT— «i *j 1 « • g-bj) 

PolUtUH’ I 


fffrAl _q_ Const. 
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A b — B a 


— . m -f- n et 


n/ - 


g(bf u g) ,n 


n 


b (b/ — ag) 

ut integrate fiat: 

— r .. i, 

2 m — » (^/ ~ o g) B 

6g — ag) ?Tg' et 

9 » — : r 

bg(bf-Tg-) • £ri t ergo; 

/(a^x)(/ + ffi) — a Ti / bf) lf (a+bx ) 

III. Sint denominatoris factores simplici amb(f i 
quo casu formam habebit «« - 2 a^x cos / 1 /I S'"™ 1 

cum supra jam sit tractatus, erit: < + qU1 CaS * 

/■ ( ^ B r) d x n' / 

' »>— - a ab x coi. 4 -+-bbxx bb ^ - abxcos - t ■+ b b x x) 

i ’ ^ b B a c*«*. £ . t . 

*“ aTbsin. f - Arc - tang. ~4£iiLL_ # 

4 ° a — 6 x ctsTg 

Corollarium 1 . 

* 5 ' Casu secundo, quo / = a, et g z =2 - b erit 
iimc seorsim sequitur: 


r A 5 x_ 

J a a — ~b b xx 

f ^ x ^ x 
J aa — Ybx x 


j a-K& x 

aab ' 1 a — bx et 

a 6 6 4 a — — 


B- 


/ 




66 y (aa-ii*,} 

Corollarium' 2. 

76. Casu tertio, «i ponamus cos. £ - habemus 

^(A-f-Dx^x B ,Vfn, J+bbxr) . s 

*a + bbxx —bb*' t r~ 1 “f- ^ Arc: tang. ^ -f- C 
iuneque sigillatim ; * ‘ i 

f' A' r, 

y aa-f66xx 7b Arc - ~h C, et 

J *o+bbxx— bb 1 -h C. 
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Exemplum 2. 

1 3 iT 

77. Proposita formula differentiati — — t — siquidem -ex- 

1 *| *** « 


ponens m — 1 minor sit quam n, integrate definire. 

In capite ultimo Institut. Calculi Differentia!, invenimus fractio- 


x 


,m 


nes simplices, in quas haec fractio - — • — — n resolvitur, sumto 7 r pr« 

mensura duorum angulorum rectorum , in hac forma generali con- 
tineri : 

2 sin S i n . » >*- .! 1 ? _ 2 cos. 0 - Q — cos. 

n ( l — 2a: cos. - -f- #*) 

ubi pro A' successive omnes numeros 1, 2, 3, etc. substitui conve- 
nit, quoad 2k — 1 numerum n superare incipiat. Hac exgo ioima 
in dx ducta, et cum generali nostra 

(\+B«)9x comparata, fit 


a a — a ab x cos . £ -+* b b x x 

. , . y fr* — 0 « . c t 

a ~ i, b — 1,4 — « ’ 


A=L s i n .Msin."^+^cos.^^cos.^^ ; 

n n n ** 


a (m — i) (a fc — ') * 

' — 


seu A ~ — cos. 


, et 


B — — - cos. m C * unde fit 

v a • (afe— 0 m (a fc — i) T . . . 

A b B a cos. ^ ~ — sm. ■- sin * n 

ac propterea hujus partis integrale erit zz 

L_ cos> «(»> — 0* / n/ (l — 2X COS. ~h Xx) 

n ” (a k — l)ir 

x sin. * 

L. sin. m ( a Arc. tang. 


7~ - .)V 

i — x cos. — 

IX 

dx 


Ac si » numerus impar, praeterea accedit fractio cujus 

integrale est ± i- / (1 -+- *): ubi signum superius valet, si m impar, 
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7. m " 1 ().r 


inferius vero, si m par. Quocirca integrale quaesitum f • 

sequenti raodo exprimetur : 


9 7T1T , 7T , .,9 - W5T . 

— cos, — - /j' ( 1 — 2xcos. — --sin. — Arc. tang. 

— ~ cos.-y*7}/( i — 2xcos. ~ ^-a.uO-|-“-sin.~ r Arc. tang. 


x sin. 


1 — x cos. - 
» 

XlT 

x sin. — 
n 


i 3ir 

1 — a- cos.— 

n 

5 -7T 

, , , a? sin. — 

— eos.-^/j/( 1— 2acos. -\-xx)-] — — sin.-^Arc. tang. y— 

i — xcos. — 


fcos.^pZ/C 1 — 2xcos.^ r -f“ a:c )~H'^s*n.^ r Arc. tang. 


. 7 IT 

x sin. — 

71 

1 — xcos. — 

Tl 


etc. 

* 

secundum numeres impares ipso n minores, sicque totum obtinetur 
integrale si n fuerit numerus par; sin autem n sit numerus impar, 

insuper accedit haec pars -f- ^ / (1 *-{- x) y prout m sit numerus 
vel impar vel par: unde si m~ 1, accedit insuper -f- y/(l -f-#). 

Corollarium 1. 

d x 

78. Sumamus mzzzi, ut habeatur forma f et pro va- 

riis casibus ipsius n adipiscimur^ 

.. dx 

I. f z=z l (i -h- x) 

J 1 -+-X 

r dx 

II. / 2 = Are. tang x 

J 1-U’ 


dx 


III. f 1— -|cos.y//(l-2xcos.y-t-a:x)-f |sin.yArc.tang. — 

1 — t- x ^ __ 

• -+- 1 / ( 1 ■+ x) 


9 

X Sin. y 


#co*. y 
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TV.f—-- 
J I + a* 


{ * / - _ a* sin ^ 

•\ -J c °s. /^'(1 — 2jcc os. +.ari) 4 jJsin-TArc.tang. 

da 1 * . , i —acos. ~ 


— 2xcos. 3 J-4-arx) 4- Jsin.^Arc.tang. 


x sin. 


3it 


i -acos ^ 
4 * 


x sm. 


V /•— = 
r ' Ux 5 ' 


,-|cos. ^//(l — 2a:cos. ^ -«-aa^lsin. jArc.tang. - 

\ . v 1— acos 


3ir 

x sin. 1 .- 


> -2cos.y /j/c i — 2acos.“-i-a:x)4- zsinl^TArc.tang — -- 

• ‘ 1 -acoS. * 

- £ / (I -+■ a:) 


jr sin. 


/ -|cos;g /j/(l — 2 atcos. g -h.YX)-4-fsin. g Arc.tang. — — - 

V 1 1 v • 1 -* 




Xcosjr 

. 3ir^ 

a sin — 


■YL f -|cos.‘^//(i— 2 Ycos. 3 g4YY) -4 gsin.y Arc.tang — . 

' 1 — JfCOS. V- 

/ 

v -fcos.^/i/( 1 - 


ar sin. 


-|cos.^/|/< i - 2Ycos.^+ar.Y)4 *sin.**Arc.tang 

1 — # YcOS* *• 

4 r 

Corollarium 2. 

79 . Loco t sinuum ,et .cosinuum y valore8 , ubi xommode fieri 
potest, substituendo, obtinemus: 


/ = — jV< £ A,c - ‘»"g- *=’ -<-f '<«-+*» 


seu 


/ 9* . 7 t -f-x 1 . . 

-.-.Hi/ -77 v ; -4- yr Al*C. tang. 

i-4-x’ 3 v(i— x-+-xx; v 3 ■ ” 


t -4- x 


x^S 


a — x 


Deinde ob sin. 7- zn cos. ~ ” 4 - nz sin. -* z=i — cos. ;fit 
4 4 Y a 4 4 

/ 3 x 1 ; i -fr-xVa-Hxx) 1 . . xV n 

i-t-x* s/a v(i — xVa- 4 -xx) b » — xx* 

; tum ,vcro 

r dx i 7 VY^-f-x^S-t-xx) . , . 3x( 1 — xx) 

,/ T+ 7 * — iyj 'yh-'^- Hu o -+i Arc. ung. — 
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Exemplum 3- 

jf*m t ^ y, 

5 0» Proposita formula differentiati siquidem, ex - 

1 — x n 

ponens m — 1 sit minor quam n, ejus integrale definire. 

pars, ex factore quocunque oriunda. 


Functionis fractae 


x 


>1fl — I 


1 — aP' 

hac forma Continetur: 

_ a fe ir • a mk ir _ j m !>'ir / i b Tf\ 

2 sin. sm. — 2 cos. - (x — cos. 

n n * n n / 

quae cum forma nostra 

* = ‘. 


2 X COS. 

tl 

A. — !— B x 


-f- Xl) 

comparata, data— I, 


A crn i tlr cn *mkTT , 9 9 <MT 9 Trt It TT 

a — - sin. — — - sm. — 1 — cos. — ■ cos. . 

n n n‘nn * * 

a m k ■n 


a a m k tt ... 

— — • - cos. — n ~ : hincque 
Ab -H Ba cos. / = a - sin. 1? ~ sin. 2*** 

* it n n 

Ex quo integrale hinc oriundum erit zz: 

a nkmit./s. . jlir . \ 

— - cos. — — / / (l — • 2 ar cos. — ^ rr) 


a . a b mir . 

— sm. — - — Arc. tang. 


x sin. 


a k ir 


i — acos. 


aFir 


ubi pro k successive omnes numeri 0, 1, 2, 3, etc. substitui de- 
bent, quamdiu 2k non superat n. At casu k zz 0 fit integralis 

pars zz: — W ( 1 — x): et quando n est numerus par, ultima pars 
oritur ex 2 k zz: n f quae ergo erit 

— cos. m-TT / )/ (i -f- 2 x -4- xx) zz — / ( 1 — f— a:): 

i 

ergo si m est par, erit cos. m 7r zz: -f- I , at si m impar, fit 

x m—i 

cos. m 7T zz — 1 . Quocirca integrale f , hoc modo expri- 

•• • * i — x n 

mitur : 
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— 1/(1 




a a «l IT » / , , _ a 7T 

— cos. / / ( l — 2 ar cos. — * :r> 


+ 2 2WT i 

- sm. — — Arc. tang. 


a: sm. 


a ir 


1 — X COS. 


air 

L n 


— cos. / j/ (l - — 2 a? cos. ™ -j- xxy 

/,* 


i * • 4 Vt TT . 

— sin. - — Arc. tang. - 


x sin. 


1 — xcos. 


/j ir 


1 O 7?l TT #i / /., 6 7f « » 

-- cos. — — / y (i — 2a; cos. h a; a:) 

/I “I r 71 

i ) • 8 W 'H’ | 

* — sin. — Arc. tang. 


x sm. 


6 ir 


1 — X cos. 


6 ir' 


eto. 


C o r o I Ia ari n m. 

ST. Sit mr: 1 , ct pro « successive numeri i, 2 ; 3, eto; 
substituantur, ut nanciscamur sequentes integrationes: 

. r d x 

I. / — — “-/<1 x) 

J 1 X 

H. /-^f- — — il | / 1^? 

J — XX 1 — x 

% x ( — — *) — *cos.|x// (1 — 2 x cos. | t -f-a? x) 

/ T 3-* 1 ) , _ • a . „ x sin. 2 t 

•* j. — ji* / | sin. * TT Arc. tang. — 2 — - — 

* * * 1 — x cos. | 7 r' 

— — a:) — J cos.|7r//ci — 2 xcoiSu-^-xx) 


iy aJL*-— « 
1V - / i— P — 




, . . , _ . . x sin. * 7T 

-4- £sin. I it Arc. tang. ; 

i — x cos. J tt 
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*-fj±b= 


J 


— |/(1 — - X) — - | COS. ^ 7T / /({ — 2 XCOS.| T-J-XX) 


, . . x sin. f r 

1 sin. |tt Arc. tang. - * — 


X COS. | T 


d x 


J" 


— | COS. |7r/j/(i — 2xcoS.|7T-4-a:j) 

. x sin. § 7 r 

-4- 2 sin. f 7r Arc. tang. 1 — - — 

* » i — - X COS. | 7T 

- i'(i — X) IcOS.|7T /}/(i — 2 XCOS.g7r-f-XX) 


. . . X sin* s 11 

-f- |sin. |7r Arc. tang. 


X COS. * 7T 


YI. f — < 

J i -r-x 6 Vf-$Z<l-hx) — |cos.|7r/]/(l — 2 xcos.|7r-f-xx) 

x sin. £ 7» 

-4- £ sin. g7T Arc. tang. — 


( 


Exemplum 4. 


x cos. | 7 r 


92. w Proposita formula differentiati 


( X «— » x n ~ m ~~ l ) dx 9 
i - 4 - x n 

txifiente n > ra — i , ejus integrate definire. 

Ex exemplo 2 do patet, integrans partem quamcunque in gene- 
re esse, sumto i pro numero quocunque impare non majore quam n f 

l y x (i — 2 x cos. ^ 


a i mn r 

— COS. — — 

» n 


xx) 

i x 


-{- — sin. — - - Arc. tang. 


x sin. 


i — x cos. 


i x 


— cos. I y (l — 2 a: cos. ^ -h xx) 

-4- J- sio. Arc. tang. 


.r sm. 


IX 

n 


7 TT • 

1 X COS. — 

n 


Verum est 

cos. — cos. (i 7T — ^— ) — — cos 

sin. 1 — sin. (i7T — — *4~ ®i n ‘ ~ * 


7 m TT 


7 m 7T 


ct 


unde partes logarithmicae 6e destruent, eritque pars intcgralis in 
genere , 


># 
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4- i- sin. Arc . „ ng . 


a: sin. — 

n 

1 M | - ■■■ ■ ■ i • 

i it 

— arcos. — 


Ponatur commoditatis ergo angulus ^ — &), eritque 

r (x m -' dx , 

f ; — 7 7 — *+~ s > n * Arc. tang. — — 

» * l — XCOS. 


1 w n 


-f- f- sin. 3 moo Arc. tang. 3 — 

" b I — .TCOf.SW 

*-f- ~ sin. 5 m oj Arc. tang. —-"‘.1 

n. . o , — xcos. 


x sin . 5 w 

au 


-f-~- sin. i meo Arc. tang. 

n ° * — *«>. *w 

sumto pro / maximo numero impare, exponentem /i non excedente. 
Si ipse numerus sit impar, pars ex positione i — n oriunda , ob 

sin. m 7 r ~ 0 , evanescet. Notetur ergo , hic totum iutcgralc per 
meros angulos exprimi. 

Corollarium. 

3 3. Simili modo sequens integrare elicitur, ubi soli logarithmi 
relinquentur, manente ^-“go: 

dor ^ 


/ 


1 “4— a 


n~ cos * W 00 /]/ ( i — 2 a' cos. oo -f- ara?) 

* cos * 3moo/)/(l — 2 a?cos. 3 oo— j— a* a?) 
~ 'j~ cos.5 moo//(l 2 a? cos. 5 oo~f- x x\ 


n~ C0S * * /)/(i — 2 ar cos. i w-f- a? ar):. 

donec scilicet numerus impar i non superet exponentem n. 
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A 5 


Exemplum 5-. 


8 4. Proposita formula differentiali ; 

1 " 1 

» 

existente n > m — i; ejus integrare definire. 

Ex exemplo 3 Ua inlegrafis pars quaecunque concluditur, siqui- 
dem brevitatis gratia ~ zz oo statuamus: 

, - » • . # 

— ~ cos. 2 km tol\/ (1 — 2 x cos. 2 A' cu -f- x x ) 

+ a • t ar i » " x sin st h to 

— sm. 2 kifrid Arc. tang. r— 

n o i — x cos. a # co 

-f- cos. 2 k (n «— /rj) cu /]/ (1 — 2x cos. 2 Aui -f- xx) 

3 • n r * . . . x sm. a fc co 

— — sin. 2 A (n — m) tu Arc. tang. — 


x cos. a fc co* 


At est 


cos. 2k(n — m) t») zz cos. (2 A 7 r — 2 A m ai) zz cos. 2 A m oj, et 
sin. -2 A (/2 — m><o zz sin. (2 A-7T — 2 Am co)zz — sin. 2 Am to : 


nnde ista pars generalis abit in: ~ sin. 2 Am oj Arc. tang. ^~zr x cos --- k - 
Quare hinc ista integratio colligitur: 


X sin. a h co 


/ 


o* 


m— : 




,n — 77> — i 


) d* 4 


i — x" 


zz -f- * sin. 2 m oj Arc. tang. — 


x sm. a <o 


xcos. a w 


+ 4 . , » „ , x sin. 4 co 

- sin. 4 mw Arc. tang. ~- 

n P i— xcos. 4co 

. 4 • ^ * x sin. 6 co 

-f- -• sin. 6 m oa Arc. tang. r* 

1 n o » — xcos.Sw 

etc. 


numeris paribus tamdiu ascendendo , quoad exponentem n non su- 
perent. 

G o r o 1 1 a r i u m. 

, 4 

8 5. Indidem etiam haec integra:!© absolvitur, manente 
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e A P U T J. 


-f- 7) x 

f ; = — J/(i — x) 

■ i — x n 71 K 

~ cos. 2 maj/|/ (I— — 2 Tcos. 2 &j-}-^i^) 
■r- * cos. 4mw/|/ (l--f 2 .rcos 4u'-f-xx) 
— cos. 6 ma»//(l — 2 j?cos. 6 aj-|-a:a^ 
.ctc. 

itrbi etiam numeri pares non ultra terminum n sunt continuandi. 


Exemplum fc. 


86 . Proposita formula differentiati dy m ■ ^ 4 

x ( t "J^r) ( 1 —i x ) 

ejus integrate invenire. 

Functio fracta per dx affecta secundum denominatoris factores 

est — 5 — — - — , quae in has fractiones simplices 

x 3 ( l — }— ;t) a ( 1 — x) ( i -+-xx) n r 

resolvitur : 

_1 1 9 i M-.r 5 y 

x 3 x 2 x 4(l-t-a?) a 8(l-4-a?) 8(1— x) 4(i-hxx) ~~~ d x* 

.unde per integrationem elicitur: 

l - +lx+J J- ) -l«i +«*-J/<4 -*> 

-f- xx) -f- | Arc. tang. x t 
quae expressio in hanc formam transmutatur 



j+aa+i)t* » i-4-* i . i » + X)t 

4** (i-t-x) * * i— *.* 


-f- £ Arc. tang. x. 


S c h o 1 i o n. 


8 7. Hoc igitur caput ita pertractare licuit, ut nihil amplius 
in hoc genere desiderari possit. Quoties ergo ejusmodi functio y 
ipsius x quaeritur, ut aequetur functioni rationali ipsius x , toties 
Integratio nihil habet difficultatis, nisi forte ad denominatoris singu- 


# 


Caput r. 


47 


fos factores eliciendos Algebrae praecepta non Sufficiant: verum tum 
defectus ipsi Algebrae , non vero methodo integrandi , quam hic 
tractamus, est tribuendus. Deinde etiam potissimum notari conve 4 * 
nit, scraper, cum functioni rationali ipsius x aequale ponitur,: 
functionem y , nisi sit algebraica , alias quantitates transcendentes 
non involvere praeter logarithmos et angulos: ubi quidem observan- 
dum est, hic perpetuo logarithmos hyperbolicos intelligi oportere , 
cum ipsius Ix diflerentiale non sit zz: nisi logarithmus hyperbo- 

licus sumatur: at horum reductio ad vulgares est facillima, ita ut 
hinc applicatio calculi ad praxin nulli impedimento sit obnoxia. 
Quare progrediamur ad eos casus , quibus formula functioni 
irrationali ipsius x aequatur, ubi quidem primo notandum est, quo- 
ties ista functio per idoneam substitutionem ad rationalitatem perduci 
poterit, casum ad hoc caput revolvi. Veluti si fuerit dy ZZ^ 

3 

(fi— l~l/x — \/xa)dx 


3 

i -*-/■* 
6z 5 dz. fore 


evidens est', ponendo x z 2 z 6 , unde fit dx ZZP 


ty — 


.. Q -f-g 3 — ar) 




1 -\-zz 


. 6z s dz, ideoque* 


-}*• 6 z 6 -f- 6 z 5 — 6 z * 6 zz -f- fi -}»- - 




Unde integrale 

y = f * 5 -f- 2S? 3 — 6 z-*- 6 Arc. ta*g. a 

et restituto valore 

3 • « • 

V = — jp— -f- 2^x — 

6 

-f- 6 Arc. fcang. -4~ C. 


CAPUT n. 
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DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN- 
TIALIUM IRRATIONALIUM. 

Problema 6. 


88 . 

JProposita formula diflcrentiali dy ~ y , ^ y" xx )i e j us 

grale invenire. 

% 

Solutio. 


Quantitas a -f- (3 a? 7 xx t vel habet duos factores reale9 
▼el secus. 

I. Priori casu formula proposita erit hujusmodi dy ZZL 

df —. - Statuatur ad irrationalitatcm tollendam 

V (j -h b x) 

(a -f- bx) (/ -f- goc) zz: (a -j~ bxf zz t 

** * ' i 

•. S — azs -i 

erit x zzl — ■ , ltleoque 


g)* r ' ' ' w ' ^ OZZ—g 

unde » 3> = ijir,?piT,. al <l ue Q»are 

si litterae b et g paribus signis sunt aflectae , integrale per loga- 
rithmos, sin autem signis disparibus, per angulos exprimetur. 

II. Posteriori casu habebimus dy~ T T+TbTTy 

Statuatur 




bbxx — 2 abx cos. £ -f- aa zn (6x ■— az ) , erit 
— • 2bxcos.%-i-a— — 2bxz-+cizz et x — Zb(eTs.i — %y 
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hinc dx~ — ~ri ~i et - -- ■ \ 

V (aa — 2 a bxcos . -f- bbxx) ziz * 5 g y~^ : er 6° 

^ = b (cos. { — *)» et ^ — - A * ^ C0S ' £ Z >* 

At est > 

6* — y(aa — a a 4 x coj. £-f- A A x xl ., 

v* = • r 5 ,de0< l Ue rV, .it 

, _ I ^cot.t-bx+Vlaa-yabxcos .j+bbxx) . ? 

“ . b o { * 

^/[ — acos. £-+-&;£•+-)/ (aa — 2 a6xcos.^H-66a:a;)}-t-C." ’ 

s * — - I» M .( . 0 **— V' ^ 4-JC t».JL , It 

* * % 

Corollarium 1. 


i-t >iioo ub( 'J 




49. Casus ultimus latius patet, et ad formulam dy~ 
y ( a ^x+~ y x le) > accoraodari potest, dummodo fuerit y quantitas 
positiva: namque ob b zzi / Y et a cos. £ — , oritur , 

y — ^ Wv”*" X V y -+ V (* -+- -+- y&x)] -+- C 

y zz: l [£ 3 -+- y ^ -+-y / y(a-t-[3a;-*- ya:#)] -+- C. 


seu 


Corollarium 2. 

• v, ~;tun a. 


9 0. Pro casu priori cum sit 
/• »9* « .Vg + z^i . 

J g—bzz /6g Vg — 2^6 

. f adz a i 2 j/ 6 

J g + bzz V6 fi Arc - tan g- Vg ’ 

habebimus hos casus: 

r 3_* « 7 > / g(a4-^)-4-V / fc( /-t-gj) I P 

y y(a-+-Ax)(/-f-gx) y b g Yg(a-+-6x) — 1/4( /-f-gx) ' 

f 3 — (7 )-4-v / fe( /H-gx) . p 

y V(Ax — a)(/-hgx] V b g V g(bx — a ) — Vb( j-+-gx ) ' 

r _i_ / yg(4x — a)-\-Yb( g x — /) , p 

y y(6x — a)(gx — /) y A g yg(Ax — a) — Yb(gx-Jf) ' 

/• 3 * — — 1 i y gfa-^-ftxH-y^c/ — i x ) i p 

. : y y(« — bx)(J— gx) yig * yg(a — Ax) — yj>(/ — gx) T 

7 


CAPCJT XI. 

• f v(^-bl)U~~7, ~~ 7T~i Arc- *** •+• C 

* ' fvia-hl)u*-n ~ riz Arc ' tang ‘ 7«£=r3 **■ c * 


Corollarium 3. 

9 1 . Harum sex integrationum quatuor priores omnes in casu 
Coroll. 1. continentur, binae autem postremae in hac formula 
dy — ^ ^ y x * > continentur: sit enim pro penultima 

af=za, ag — bf~ (3, bg — y , 
unde colligitur 

„ = £Ar..t.ng. 

•L scilicet ihe arcus duplicetur. Per cosinum autem erit 

cujus veritae ex differentiatione patet. 

S c h o 1 i o n i. 


92. Ex solutione hujus problematis pateC etiam, hanc formu- 
lam latius patentem y /^ g , _r - p x+7 ']^> *» X fuerit functio rationalis 
quaecunque ipsius x , per praecepta capitis praecedentis integrari 
posse. Introducta enim loco x variabili z , qua formula radicalis 
rationalis redditur, etiam X abibit in functionem rationalem ipsius 
z. Idem adhuc generalius locum habet, si posito }/(ct-hfix-hyxx) — u t 
fuerit X functio quaecunque rationalis binarum quantitatum x et u t 
tum enim per substitutionem adhibitam , quia tam pro x quam pro 
zi formulae rationales ipsius z scribuntur, prodibit formula diflcrentialis 
rationalis. Hoc idem etiam ita enunciari potest, ut dicamus, formulae 
Xda?, si functio X nullam aliam irrationalem praeter )/(cL-hfix +-yxx) 
involvat, integrale assignari posse, propterea quod ea, ope substi- 
tutionis, in forandam dUTercntialem rationalem transformari potest. 

i 
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Scholion 2. 

93. Proposita autem formula differentiali quacunque irrationali, 
ante omnia videndum est, num ea ope cujuspiam substitutionis in 
rationalem transformari possit? quod si succedat, integratio per prae- 
cepta capitis praecedentis absolvi poterit: unde simul intelligitur, inte- 
grale nisi sit algebraicum , alias quantitates transcendentes non invol- 
vere praeter logarithmos et angulos. Quodsi autem nulla substitutio 
ad hoc idonea inveniri possit, ab integrationis labore est desistendum, 
quandoquidem integrale neque algebraice neque per loganthmos vel angu- 
los exprimere valemus. Veluti si X^x fuerit ejusmodi formula differentia- 
lis, quae nullo pacto ad rationalitatem reduci queat, ejus integrale /Xdx 
ad novum genus functionum transcendentium erit referendum, in quo 
nihil aliud nobis relinquitur, nisi ut ejus valorem vero proxime assi- 
gnare conemur. Admisso autem npvo genere quantitatum transcenden- 
tium, innumerabiles aliae formulae eo reduci atque integrari poterunt. 
Imprimis igitur in hoc erit elaborandum, ut pro quolibet genere for- 
mula simplicissima notetur, qua concessa reliquarum formularum intfc- 
gralia definire liceat. Hinc deducimur ad quaestionem maximi 
momenti, quomodo integrationem formularum magis complicatarum 
ad simpliciores reduci oporteat. Quod antequam aggrediamur, alias 
ejusmodi formulas perpendamus, quae ope idoneae substitutionis ab 
irration alita te liberari queant; quemadmodum jam ostendimus, quo- 
ties X fuerit functio rationalis quantitatum _ 

x et u rr y (a -f- [3x 4- yxx), 

ita ut alia irrationalitas non ingrediatur praeter radicem quadratam 
hujusmodi formulae a -f- (3 x -f- y x x t toties formulam differentialem 

Xda*' in rationalem transformari posse, ✓ * - 

' ■ ■ * 

Problema 7« 

• * 5t J * 1 f ' J 

r 

94. Proposita fprmula differentiali Xdx (a -f- 6a?>» , in qua 
X denotet functionem quamcunque rationalem ipsius x, eam ab 

irrationalitate liberare. •— ' i <• / ^ * 

' •• 
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Solutio. 


statuatur « + 4* = *’, ut fiat (a + l > *)•" = * ‘™ 1“* 
— z ‘ ~ a foeta hac substitutione, functio X abibit in functio- 

nem rationalem ipsius s, quae ait Z, et ob 3* — g s* - ‘3*, for- 
mula nostra diflerentialis induet hanc formam ' 32 , -quae 

eum sit rationalis, per caput superius integrari potest, et integrale, 
nisi sit algebraicum, per logarithmos et angulos exprimetur. 

Corollarium 1. 

95. Hac substitutione generalius negotium confici poterit, si 

‘posito ( a+bx)7z=.u , littera V denotet functionem quamcunque 
rationalem binarum quantitatum x et u ; ctim enim positb x 

A 

u ' a } fiat V functio rationalis ipsius u f formula Ydar — 

i . b • ••• . • ■ . . * ! * i ’ . 

Vn*""* 1 diif erit rationalis. . 

Corollarium 2. 

wi . 96 . Quin etiam si binae irrationalitates ejusdem quantitatis 

a-\-bx, scilicet (a b x)t — u et (a b xY = v , ingrediantur 

• 1 ...... s n * — ci B 

.in formulam Xdx, posito aA-bxznz n9 fit x— — > u z ’ 

M I . . • * 

v ‘zz s’; unde cum X fiat functio rationalis ipsius z, etd* — 
~z nf — 'dz, hac substitutione formula Xdx evadet rationalis. 


Corollarium 3. 

• * . » » 

9 7. Eodem modo intelligitur, si posito 

t • t j.. . ,i .■ ; • * 

(a 4 - 5a:)x ~ u, 

< i 


v 


< etc. . 

ft f . * *» 


j 
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littera X denotet functionem quamcunque rationalem quantitatum x, 
u, v, t etc. formulam differentialem Xdx rationalem reddi facto 
« -j- b x zz z^ v ; erit enim 
z Xftv — a 


x 


•; u “ z flv ; v zz s^ v ; t zz etc. et 


dx ZZ * dz. 


Exemplum. 

9 8. Proposita hac formula dy zz ■ ■■ ■ ,*• facto 




1 -f- x zz z 6 , reperitur dy zz — 


6 z 3 dz(i — z 6 ) 


/vao 


, seu 


dy zz — 6 d z (s 3 -j- z K -f- z 5 ~h z 6 + z 7 H- a 8 ) t 
hincque integrando 

yzzC— |z 4 — $z s — z 6 — $ z 7 — | z 8 — | z 9 , 

ct restituendo • ^ : * ' 

3 s s /t 

yzzC — I/ ( 1 -fc-x) 3 — ( 1 ~i~x) s — 1 — o: — 1 -f-x)/( 1 ~h^> 

1 •' 3 » , / 

• — | (i -f-x>/(i-Hr)— |(t-f-a?)r(!-|-x) 

ita ut integrale adeo algebraice exhibeatur. , 


Problema 8- 




.v;* 


'.»~S 


9 9. Proposita formula differentiali Xdx *)"» denotante 
X functionem rationalem quamcunque ipsius x , eam ab irrationali- 
tate liberare. • * -* * : ' l ' • 


•v* " (■ ■ . 't* S o 1 ti t i o. J “ ' 4 *•:* “ 

. r «e •' • , . , iri etdflnqil/m' r*r 1 •• 1 ■* . nlq ie 

p ™ to f$H- : " r: 

o — /z r ,. r (6 /* — aglz*-” 1 dz 

x zz — r , atque — 


— - t > v/ ^ — . Z , x a • 

, s* n.t t ?= . • -• ••• .••••■ -j 
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tSicque loco X prodibit functio rationalis ipsius s, qna posita — Z, 
'erit formula nostra diflerentialis 

y (bf — ag) Z i ^ z 

: ”T , igzS — bf - * 

quae cum sit rationalis, per praecepta Cap. I. integrari poterit. 

» 

Corollarium 1. * 


r Posito 0-^~*) w — w, «i X fuerit functio qtiafccunque 

rationalis binarum quantitatum r et u, formula diflerentialis Xdrc 
per substitutionem usurpatam in rationalem transformabitur, -cujhs 
propterea integratio constat. 

Corollarium 2. •-* ' ,x 

— ... • • \* 

101. Si X fuerit functio rationalis tam ipsius x y quam quan- 
titatum quotcunque hujusmodi 

• = «, Qtby = 0&3r = ‘ 

tum formula diflerentialis X^x rationalis reddetur, adhibita substitu- 
tione 


a-*-bx z xn^ un ^ e ^ ( , . fj .. j 


/-+-g* 


a — fz^' , 


♦‘‘mioiu in c -i i.i .j , i. * 


- i •. *. yr.tfs' 1 M'p t f .. f 

S c h o 1 i o n 1. 


a r 


C 

I l 


10 2. His casibus reductio #d rationalitatem ideo succedit, etiam- 
si plures formulae irrationales insint , quod eae omnes simul per 
eandem substitutionem- rationales efficiantur , indeque etiam ipsa 
quantitas x per novam variabilem z rationaliter exprimetur. Sin 
autem. ' ^iffe rentlale ^repjasi£um duas ejusmodi formuks „ irrationales 
contineat, qu6fe non ambae simul ope ejusdem "Substitutionis rationa- 
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kt reddi queant, etiamsi hoc ia utra que scorsim fieri possit* reduc* 
tio locum non habet, nisi forte ipsum differenti ale in duas partes 
dispesci liceat, quarum utraque unam tantum formulam irrationalem 
complectatur. Veluti si proposita sit haec formula differeufcialis 

• ' ay= y< r+^^(.-,W) : 1 : ; 

, * . «013‘Wm *0 i JflIUIt J .It t- . - , ; rf 

«Jus numeratorem ac denominatorem > per )/(l -T^-arx i )-{- j/(|l — 
multiplicando, fit » » 

dv 4- dxV ( , — >ex i ' 

* **jj 1 axx ;* 

cujus utraque pars seorsim rationalia reddi et integrari potest 
Repentur autem : 

y— c — *>-•*■«’+* *+ j /1x4- /d+;xx)] 

— |Arc. tang. 

V* | «■ , 

Commodissime autem ibi irrationalitas tollitur , si in parte priori 
ponatur )/(l + »r) —p, in posteriori y^Cl — xx) zz £ta* 
enim hinc sit 


•i 


x — VJFt-p 

tamen oritur rationaliter 
— —ppap 


et x m 


* t 




2,. — P P q P 4J 9 * 

y — ») 

. .o . i 'i 

S c h o 1 i o n 2. 

103. Circa formulas generales, quae ab irrationalitate liberari 
queant, vix quicquam amplius praecipere licet: dummodo hwnc casum 
addamus, quo functio X binas hujusmodi formulas radicales y(a + bx\ 
et y C/* ~h gx) complectitur. Posito enim ( a-{~bx)zz:(/'"\~gx)tt , 

*, a — ftt 

St x = fir—6> at i ue 

y<a-t-fa)= V t y ^ 
et in formula differcntiali unica Tantum formula irrationalia erit 
I /(gtt — b), quae nova substitutione facile tolletur, per sa quas 


. 1 iti 

. i-j „ 


fi 6 


CAPUT ' IIP 


Problemate 6 . tradidimus. Ut igitur ad alia pergamus , imprimit r 

considerari meretur haec formula differentialis 

• t ♦ • jj » * * • r r ' *• ; > 

i A 4 *"” 1 d# (a -4- bx n > . . * , ■ * 

cujus ob simplicitatem usus per uniyersam analysin est amplissimus; 
obi quidem sumimus litteras m, n, p* * numeros integros denotare, 
Aisi enim tales essent, facile ad hanc formam reducerentur. VelutT 

ai haberemus x 3 d x (a « 4 - b ]/ x)>, statui oportet x ~ u 6 , hinc 
dx zz 6 u 5 j)u: unde prodit 

• - <> 

6 m 3 d u (a -f- b u 3 > . { 

Tum vero pro n valorera positivum assumere licet: si enim esset 
negativus, puta 

• .. . t x n ~' l dx (a -+- . j 

ponatur x zz fietque formula :••-.••• . • " . - * ' 

1 

— u m * d u (a — |— b w n )» , • 

• r 

similis principali; quae ergo quibus casibus ab irrationalitate liberari 
queat, investigemus. 

, • • • « 

Problema 9. 

^ 1 »i 

;■ » ; ‘ , 

10 4. Definire casus, quibus formulam diflerentialem 

, * !L. * •. .. 

x m 1 d x (a •+• b x n )v , 

ad rationalitatem perducere liceat. 

Solutio. ; . . 

/\ * «*. / ' r : * ■ \ \. . 

Primo patet, si fuerit y zz i, seu ~ numerus integer, formu- 
lam per se fore rationalem, neque substitutione ..opus esse; At st 
~ sit fractio, substitutione est utendum, eaque duplici. . , 
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B 7 


v- 


t. Ponatur a •+» bx* -zzz u*, ut fiat (a-t-6x n > — erit 


m 


U 


a 


• , hinc x n zz 


i u’ — a W 


, ideoque 


m — n 


K f 


a 


x m "« dxzzz — u’ ~ * d u 

n o 


unde formula nostra fiet 

V m — n 

£&+"—du{ u 'rr « 


Hinc ergo patet, quoties exponens seu — fuerit numerus in- 

teger sive positivus, sive negativus, hanc formulam esse rationalem. 
II. Ponatur a b x n zzz x n z*, ut fiat 


a 


x n — — 7, et (a -f- bx n ) v — 

s v — b 


H 

a~ z* 


— ; tum 

p> * 


(s v • — b ) * 


x 


.TO 


m 

an 


m 


m 

(S v b)n 


, hinc 


— V an z*~ l 3 z 
n (=« - ^+ 1 ' 


Ideoque formula nostra erit 


m 
V an 


s K+v-i dz 


n (z v — 6) n -t- r ^ 1 


Ex quo patet hanc formam fore rationalem , quoties — -f- £ fuerit 
numerus integer. Facile autem intelligitur, alias substitutiones huic 
scopo idoneas excogitari non posse. 

Quare concludimus formulam irrationalem hanc 


x m ~ 1 d x (a -{- 6x n )* 


8 


58 


CAPUT II. 


ab irrationalitate liberari posse, si fuerit vel jjp, vel £ ~f" * numerus 
integer. 

Corollarium 1. 

10 5. Si sit ™ numerus integer, casus per se est facilis; pona- 
tur enim m nz i n, et sit x n — u, erit x n zzz v*; ideoque formula 

n °stra ^ v l ~' d v (a -{- b v ) v , quae per Problema 7. expeditur. 

Corollarium 2 . 

10 6. At si ™ non est numerus integer, ut reductio ad ratio- 
nalitatem locum habeat, necesse est ut ™ -4- £ sit numerus integer : 

quod fieri nequit, nisi sit v ZH n, ideoque m -f- p. multiplum debet 
esse ipsius n — v. 

Corollarium 3. 

10 7. Quod si ergo haec formula 

x m ~ l dx (a -f- 6x n )v, 

ad rationalitatem reduci queat, etiam haec formula 

X m±*ri—1 (a 4-6^)* ± P, 

eandem reductionem admittet; quicunque numeri integri pro ct et |3 
. assumantur. Unde ad casus redueibiles cognoscendos sufficit ponere 
m < n et p. < y. 

Corollarium 4 . 

a - 

10 8. Si m — 0, haec formula (a -f- bx n y t semper per 
casum primum ad rationalitatem reducitur, ponendo 



transformatur enim in hanc 
vbu ^~ +” v 1 du 

n (u v — a) 
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10 9. Quoniam formula x m—1 dx (a -f- 6x n )*, quoties est mniw, 
denotante i numerum integrum sive positivum sive negativum quem- 
cunque, semper ad rationalitatem reduci potest, hicque casus per se 
sunt perspicui, reliquos casus hanc reductionem admittentes accura- 
tius contemplari operae pretium videtur. Quem in finem statuamus 
v — n et m < n, item p. <C n , ac necesse est ut sit m -f- jm zz: n : 
unde sequentes formae in genere suo simplicissimae , quae quidem 
ad rationalitatem reduci queant, obtinentur. 

I. dx (a -f- bx 2 )*; 

2 I 

II. dx (a -f- bx 3 ji; xdx {a bx 3 )*; 

III. dxda + bx*)* ; xxdx (a -f- b x*)*; 

| s i 

IV. dx (a -f- bx s y; xdx (a -f- bx 5 )?; x* (a -j- bx 5 )*; 

x 3 dx (a -{- da; 5 )^; 

S i 

V. dx (a bx 6 ) s ; x* dx (a -f- bx 6 ) s ; 

unde etiam hae reductionem admittent: 

x— act dx (a- 1 - bx*$ 

x — 3<x dx (a -t- fex 3 ) 3 x'~ 3a D:r (a -4- £x 3 ) 3 

x — dx (a ■+■ bx 4 ) 4 x a — 4 a D# (tf 6 a? 4 ) 4 

x— 5a 3^; (a-t- ^x*)* x*— 5(1 Da: (a bx 5 )^ 

T a±5« ^ a: (a -f- bx s )^ x 3 — 5a Dx (a -+■ 6x 5 ) 5 

x ±6fl D# (<* -t- £x 6 ) 5 “~^; x^^ 6 * Da: (a h- 6x 6 )^“^. 
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CAPUT U. 

S c h o li o n 2. 


p 

110. Verum etiamsi formula x m ~ ' d x (a -4- bx 11 )* r ab irra- 
tionalitate liberari nequeat, tamen semper omnium harum! formularum 

x m — na ~~ l 3x(a + bx n )* integrationem ad eam reducere licet, 

ita ut illius integrali tanquam cognito spectato, etiam harum inte- 
gralia assignari queant. Quae reductio, cum in Analysi summam 
afferat utilitatem , eam hic exponere: necesee erit. Caeterum hic 
affirmare haud dubitamus, praeter eos casus , quos reductionem ad 
rationalitatem admittere hic ostendimus ,, nullos alios existere , qu» 
ulla substitutione adhibita. ab irrationafitate: liberari queant.. Propo- 

5 x 

sita enim hac formula — — =- r nulla, functio rationalis ipsius z 

y/(a-*-bx 3 ) r 

loco x poni potest ut a -f- b x 3 extractionem radicis quadratae 

admittat: objici quidem potest, scopo satisfieri posse, etiamsi loco x 

functio irrationalis ipsius z substituatur, dummodo similis irrationali- 

tas in denominatore ^(a-J-Aoj 3 )* contineatur,, qua illa numeratorem 

5 x 

d x afficiens destruatur: quemadmodum fit in hac formula , 

y/(a-hbx 3 ) 

adhibendo substitutionem 

y. 

y a 

1 » 

y (z 3 — b) 

▼erum, quod hic commode usu venit , nullo modo perspicitur, quo- 
modo idem illo casu evenire possit. Hoc tamen minime pro de- 

monstratione haberi volo. 

Problema 10. 

111. Integrationem- formulae 

i ft x !j X 7iy j 

Y P 

perducere ad integrationem hujus formulae: f a; 7 ** -1 dx (a -f- bx n )Y. 


x \ 





CAPUT n. 

Solutio. 
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Consideretur functio x m (a — j— ' bx n )» , cujus differentiale 

cum sit 

(jnax m ~ l dx-hrnb x n + n ~'d*+ b x m+n ~ 1 3 * ) (« + bx n )' *, 

erit 

(JL . V 

x m (a -f- bx n )i h zzz maf x m ~' dx (a -+- bx 11 )* 

£ 

-j- fo v .±-l£± n v ) h f x m+n-i (a -i- bx r y : 

unde elicitur 


r m ^ , , if: v x n (a b x n ) * 

£ x m ' rn 1 d x (a -f- b x n y zzz 


fi+t 


mva 


(m v -t- « JJl -+- « y) 6 


(m y -+~ n jui n- n y) b 

£ 

fx n ~ l 3 x (a -h & x n > 


Corollarium 1. 


112. Cum inde quoque sit 


. m _ t (« 4- bx n )» 

j x m t rfx(a + o x' 1 )» zn 


— •+• 1 


ma 


(m v/ -+- jj u. *+■ n v) b „ . „ _ , . 

— fx n + n — 1 d x (a -+• b x n ) » 


mya 


loco m scribamus m — n, et. habebimus hanc reductionem : 


it x m ~ n (a bx n ) 

f x m—n—t ^ x _4_ bx n ) V ZZI — 


1 


(m — n) a 

(m y n jx) 6 , ... — 

1--— /x m_1 3 x (rt -}- 6 x n ) * .. 

(m — n) ya ^ 


02 


CAPUT II. 


Corollarium 2. 

jt 

113. Concesso ergo integrali f x n ~"' 3.r(fl + bx 11 ) » , etiam ha- 

rum formularum f x m — n ~' dx (a -f- b x n ) * , similique modo ulterius 

progrediendo omnium harum formularum 

' - 

f x m — an ~ 1 dx (a -+- bx 11 ) * 
integralia exhiberi possunt. 


Problema li. 


— -4-1 

114. Integrationem formulae fx m, ~ x d x (a -f- b x n ) * ad ia- 
tegrationem hujus fx m ~" 1 dx (a -+- bx 11 ) * perducere. 

Solutio. 


“ difFerentiale hoc modo exhiberi 


potest 


Functionis x* 1 (a -t- b x n ) * 

(ma — f"» v y ) a 'j x n — i 

+ * ■ * - ' x"~'dx<:a+b x ') ' 


*-'■ 1 


unde concluditur 


— -+-1 — 
(a -f- te n ) v = — fx m ~' d x (ci+.bx n ) * 

« ' 

+ /x— 3^« + bx*y " Kl , 

quocirca habebimus: 

/•x"-* ax (a 4- Jx-) T*+' 1 - ^ (« - 

m y -i- n (/x -+* j/) 

. n (a -+- y) a ii 

. . h ^(a-f 6^*)». 

my-h/i ([JL-t-y) * 
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Corollarium i. 

115. Deinde ex eadem aequatione elicimus : 


69 


. _ , ^ , JL — vx m (a - 4 - bx n ) v 

f x m ~ l dx (a -4- bx n ) * ~ 

n (jm. -+- y) a 


— f- 1 


m y -f- n C|ul -+- y') 


f x m 1 dx (a b x n ) » 


— - 4-1 


n ifjL-hy) a 

Scribamus jam jul — v loco ju, ut nasciscaraur hanc reductionem 

_ _ T ^ . . ns— — 1 — yx m (a -t- b x n ) » 

f x m 1 dx (a -f- bx n ) » zzz 

njxa 

. my +- n u. ^ ii 

h — f x m ~ l dx (a -+. b x n ) » . 

n/xa 

Corollarium 2. 

Ji 

116. Concesso ergo integrali /V 1-1 d x (a 4- b x n ) v , etiam 

i£.-+-4 

harum formularum f x m ~' dx (a - f- v — , et ulterius prOgredien- 

t^O 

do, harum f x n ~' d x (a -+~ b x n ) v — ^ integralia exhiberi possunt, 
denotante |3 numerum integrum quemcunque. 

Corollarium 3. 

117. His cum praecedentibus conjunctis , ad integrationem 

t 

dx (a- f- bx n ) v , omnia haec integralia 
y x m±an— i ^ x (a ±P 


revocari possunt , quae ergo omnia ab eadem functione transcen- 
dente pendent. 
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CAPUT II. 
S c h o 1 i o n 1 . 


118. Ex formae x m (a bx n ) » differentiali ita disposito 


j± -1 

m x m ~' d x (a-\- b x n ) * -f- n -^bx in + n ’ 1 d x (a -f- b x n ) * 

deducimus hanc reductionem: 

ii 

. . . ii i y x m (a -4— b ,r n ) » 

f x m + n 1 dx (a -f- b x n ) v m — 

v^b Jt 

f x n 1 d x (a— {- b jr n )T : 

njxb 

ac praeterea hanc inversam , pro m «t pt scribendo m — n et 
fx H- v: 


ii i i 

b _L_ i x m n (a — f- b x n ) » ' 

/x m ~ n — dx(a-}-bx n )'^ — 


m — n 

n (m. —I— k) A _ ii 

C r x™ 1 dx (a -f— Z>x n ) » . 

y (m — n) 

Hinc scilicet una operatione absolvitur reductio , cum superiores 
formulae duplicem reductionem exigant; ex quo sex reductiones 
sumus nacti, omnino memorabiles, quas idcirco conjunctim conspec- 
tui exponamus. 


i. /*»+»-■ a* (0+ 5x*jv = + 4 *”> 7 


-+< 


[m v -f- n (p. -f- v)] b 


mv a b. 

7 r f** ' d x (a - 4 - b x n ) * 

[mv -h n (JJ. -f- y) J b 


II . J'x m ~ n ~‘ dx (a-\- bx 71 )* nz 
(m v - n jj.) b 


■ m n (a -{- bx n ) » 


— •4-1 


(m — /0 y a 


(m — h) a 

j± 

j’x m 1 d x (a -f- bx n ) * 
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CAPUT II. 


as 


III. fz m —' d* ( «4- bx n ) 


/L- 4-1 

h. _i_ i — yx m (a— J— bx n ~) » 1 

¥ * — i.' 

my n v) 


” K) dx (« + b X")T 


m y -f- /i Qji y) ' 


IT. /x— dx(a+bx’'fi- t =z — Tm(er+t ’ X " )T 




’^t^/x"-ax( a + ix»)T 
w jm a - 


V. f x n + n — 1 Dor (a ? 4 “ bx*)* 


— i v x m (<? —f- £>x n ) * 


NJJI& 


m v 


f r m 1 5 x (a -f- 6 x n ) » 

nix.b 


Yi. fx m ~ n ~' dx (a -f- &X*X* 1 ~ v 


m — rt 


_ » CfX + , ) 8 , g x i & 

y (m — /j) J 


S c h o 1 i o ir 2. 


119. Circa has reductiones primo observandum est, formalanr 
priorem algebraice esse integrabilcm , si coefilciens posterioris eva- 
nescat. Ita sit 


• • 


pro I. si m “ 0 . ..y*x tt "“' l dx(a-\~bx n )'* zzz - * 1 — — 

n (jjl -f- y) b 


-f- i 


-tn 


pro II. s\^...f**-^lxta+bx»)^-- * m « 

(m — n} a 

9 


4 -i 


66 


CAPUT II. 


pro IV. si dx(a+bx n ) n *. 


— m 

x m (a -j- b cc 11 ) n 
ma 


^ • M < y (a -4- 6a n V 

pro V. si mzz: 0 . . ,fx n ~ 'dx(ct-\-bx n )* zz:- 


nfxb 

Deinde etiam casus notari merentur , quibus coefSciens postremae 
formulae fit infinitus; tum enim reductio cessat, et prior formula 
peculiare habet integrale seorsim evolvendum. 

In prima hoc evenit si et formula 


-m 


f x™~+~ n * dx (a bx 11 ) n , 

■ a z ** l d z 

posito a -f- bx 11 zz: x n z n , seu x n zz: — , abit in *— 


z n —b 

cujus integrale per caput primum definiri debet. 


b 9 


In secunda evenit si m zz: n , et formula f (a -f- b x*)* , 


posito a -f- b x n zz: s v , seu x n zz: 


a . V2^ + » 1 

— , abit m . 

n {z* — a) 


In tertia evenit, si £ zz • — 1, et formula 

— m 

J'x m ~~ l dx (a -f- bx*) n , 


posito a -f- b x n zz: x n s*, seu x " 
seu posito zzz-, in 


«T»> . 


n 11 


:, abit in / 

J z n — b 


u™*™-' du — u m+n 

J i — - b u n ( 'm-t - n) b > m b b ~ T ~ b b^ a — b u n 


i f u m ~' d u 


r x 

In quarta evenit, si jut zz 0, et formula J — 


dx 


a-^-bx* 


per se est 


rationalis. 
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In quinta idem evenit, si jx zz Q. 

In sexta autem, si m zz n , et formula J — (a -f- b # n ) * > 

y dz 

posito a -|- b x n zz s v , abit in -J ^ — — . 

Exemplum i. 

* 3 OC 

120. Invenire integrale hujus formulae j ' — — -,pronu- 

V ^ 1 *v*v/ 

meris positivis exponenti m datis. 

Hic ob a zz 1 , b ~ — 1 , n zz 2 , jx zz — i , v' ZZ 2 , 
prima reductio dat: 


/: 


2 m +‘ dx x m f(i — xx) 


1 i 1 


x m ~ l dx 


y(‘ — xx) m-f- i 1 m-t-1*' j/ (i — a:a:) ’ 

hinc prout pro m sumantur numeri vel impares vel pares], obtine- 
bimus. • - 

Pro numeris imparibus: 

I— ZZ — * lX y (1 XX ) -j- | / — 7 

)/(l — xx) 5 K 1 }/(l — xx) 

« x^ 5 a; _ , ^ „ r x 3 dx 

f r ZZ ix 3 l/ (i — XX)-f-f/ — ; 

J )/(l — XX) * Y J l—XX) 

Pro numeris paribus: 


f 37 d x , — — ixV (1 — a? a:) -j- | /* —— 
^ i/C 1 — xx) 3 V^(l 


x<)x 


)/(i — xx) 
x 5 d x 


y/(l— -xx) 

l dx 


r xdx — F tV( 1 — rr> 1 4 f— — ^ 


/(i— xx) 5 f * w ]/(l— arx) 

„ x 7 3x , . , - x 5 dx 

= - » *V (I “ xx) + 

etc. 


#• 


« 


■6B 


C A P V T It. 


/ r) X . 

■t-? r — Arc. sin. x, et 

> (l — XX) • 

frrl* x —) — ~ Z * 1 ~ > 

habebimus sequentia, intcgralia^ 

Fro ordine priore t 

f d* , 

/ zz: Arc. sin. x 

• - )/(i — xx) 

/ ^7-^ =-**/< 1 —**>-*- 1 Are - S1 


sm. x 


/ — X -—— — — — (* x 3 A- — x) i/ (i — xx) -f- ^ Arc. sia. x 
' */<! — xx) U ^ * '*• J Y . \ ^ a 4 


x s 3 


f — — — ZZl (l X 5 -f- d4 X 3 -j— x) l/ <t XX). 

J 1/(1 —XX) ^ ^4° ^»-4«- > r v • 


j/( 1 — XX) 


x 8 2)rr 


-4- ^44 Arc. eia. x 

4 a^.6. 


/* -w x? — j»*— L. L*i7 >p^_L. 1,38 . ‘ * aj) «V j — xx), 

/ y (i XX) ' 3 ^ “ 4 - 6-8 ~ *•+*•» ' ' V 


+ *£* Arc - sin - x - 


*.3.5 . 7 

»4.6~a 

Pra ordine posteriore:. 


t x 5 itr 

•fprt-ss = - * (1 — xa0 

r x 3 $x , , . 

= ~ 0 *‘ + ig* +t& /« -«>■■ 
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Corollarium 1 .’ 

x * 1 5-T 


*9 


MW • 

r | si ponamus brc- 

y/ ( 1 1 r ~ JC Xj 

3 5 ( * i ^ 

▼itatis gratia ~ ■ j. ■ ' 0 * ~ 1 ■ zz J, habebimus hoc integrale. 


V(T~w = JAro - >in -* 

— J (*•+- !* J +I^* s +|^ * 7 -+ «£$=3 x’'-)/a 

Corollarium 2. 

f) x 

122. Simili modo pro formula f si ponanus bre- 


▼itatis ergo — K, habebimus hoc integrale:. 


|/(i — xx) 


>3 * 


-t -1 


/ — = K 

** y .(1 — rr. /r) 


X X) 

— K (i **■ +-;-p **+... —*■*)> 

ut integrale evanescat posito x m 0.. 

Exemptum. 2- 

123 . Invenire integrale formulae J~ y .xasibus qiti- 

y ( 1 1 a? x/ 1 

pro m numeri negativi assumuntur i 
Hic utendum est secunda reductione quae dat:: 


/ 


. x m 3 5 x x 1?r “ 3 ')/(l — ,rx) m — i; - a? m— 1 5)r' 


— * C IA. un; 

—j ■ 1 * * - ■ ■ ■■ J mm ■ i « — — i l ‘ l TO L •* 

m — 2 J i/ ( l — xx). 


y ( i — xx) m — 2. " m — 2 J y 

unde patet si w ~ !, fore y* jj y *_ Deinde 

‘ d x • ♦ 

si m ~ 2, formula y' -—77 », facta substitutione 1. — xxzzzjzz.. 

3C r (i X X ] 

abii in j~zr— cujus integrale est 

t /»+* — **)'. 

i 1 — z — 2 1 , - y (f_* x) — — 1 x- 

unde duplicem. seriem, integrationum elicimus: 
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f ^ x 7 ^ C < — xx) ; 1 — y/(i — xx) 

x)/(t —xx) x x * 

dx 


/ 

f 


_ /d — xx) r 

x 3 y/(i—xx) 2 xx 

dx _ y/(i—xx) 


dx 


x 5 y(i — xx) 


fz T 


dx 


f 

f 

f 


x 7 /(i — xx) 

m 

dx 


— — /d — xx )\ 


6 x & 
etc. 

]/( 1 — xx) 

xxy/(l — xx) x 

dx __ Vu — xx) 


+lf 


*/d — xx) 
dx 

x 3 y^(i — xx)* 
dx 

x 5 j/(i XX) * 


x 5 y / (i — xx) 
d x 
x 6 y/(i — xx) 


3x 3 

]/( i — xx) 
5 x s 
etc. 


+i/ 


dx 


xx /(i — xx) ’ 

, 4 r dx 

X 4 )/(i — xx) ' 


Hinc erit, ut in binis praecedentibus corrollariis 


/ 


dx 


l — xx) 


JJ * V(i xx) 


X 


-Jp 

\_x: 


2.4 




XX 3 a? 4 3.bx e 


-f-. 


• t 2.4 (2 £ — 2 ) 1 , 

h 3.6 (2 i — i)x a 'J 


— c— -K T- — 1,3 

^ * a V< 1 — xx) La? - * - 2x 3 ~ i ~2. 4x s 


• • • » 


+ 


1 • 3 ... (2 i — i ) ~| . 

?74 2 i.* a » + *J ^ (1 


S c h o I i o n 1 . 

12 4. Hinc jam facile integralia formularum 
^ V- 

fx n 1 dx (l — xx)* 


CAPUT II. 


71 


tam pro omnibus numeris m, quam pro imparibus jx assignari po- 
terunt. Reductiones autem nostrae generales ad hunc casum 
accommodatae sunt: 

P — X n (1 — XX)* ^ 1 

I. /x n+l dx (1 — xx)* — — 


4“ 


m 


m — jjl — f- 2 
■ f x m ~~ l dx (1 — xx)* ; 


i. _l_ £ 

tL x m - a (1 — xx)* ^ 1 
II. /x m ~ 5 dx (i — xx)* — 


m — 2 
fi 


-f- m fx m ~' d x (i — arx) a ; 


m — 2 


III. /*’ 


i. i i 

l— * dx ( 1 — xx)* ' zz: 


A+t 

— — oc 


rc m C \ — a; a?) 




m -j- -f- 2 

^ — — J x m ~ l dx (i — xx )*~ ; 


TTL — }— |X —j - 2 


* f 

IV. /x n ~' dx(i — XX)* =z 

m -f- p. 


X m (i xx)i 


p- 


fi 


'4- 


’fx n -' dx (1 — xx)* ; 


t. i x m ( 1 — • X x)s 

V. /x m+1 dx (1 — xx)* — 


l* 


m 


fx m ~' d x (i — xx)* j 


^+1 


TI. /x n ~ 3 dx (i — xx)* ’ zz: 


Ji i j 

t .m-9 — xx)* ' 


m 


u. -4— 2 - i. 

►4-^- y'x m ~*dx(l — xx)* . 

m — 2 

Posito enim jx :zz — 1, quatuor posteriores dant: 
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_ , X m b' / (i — XX) 

/V’ 1-1 dxy (i — xx) == 


)H *-f- i 


r 


x n ~~ l dx 


771 — I 


dx 


rn -f- i * y (1 — xx) * 

r m— t ^ r 


/ »V (J «X/ ■* /t ,As JJ ■*/ 

— — (m — 1) f— ; 

j/(t — xx)* y (1 — xx) J y (i — .xx) 

/: 


j/ ( i — xx) 3 j/ ( 1 X x) 


<. x m— ' D X 

y (i — xx)’ 


r m-3 ^ N X *V(l XX) 1 r x n ' dx 

/x m 3 dxy (1 — x x) ” / : 

^ ' “ — 2 m*-2 J i/(l— xx) 


/« 


-unde integrationes pro casibus fx czz 1 et jjl ~— 3 .eliciuntur, 
iindeque porro reliqui. 

:S cho li o n 2. 

* 

125. Pro aliis formulis irrationalibus magis complicatis vix 
regulas dare licet, quibus ad lormara simpliciorem reduci queant: 
et quoties ejusmodi formulae occurrant, reductio, si quam admittunt, 
plerumque sponle se offert. Veluti si formula fuerit hujusmodi 

f — — — • , sive n sit numerus integer sive fractus , semper ad aliam 


,S3x 


hujus formae f~Qn~> quae utique simplicior aestimatur, reduci potest. 
Cum enim sit 




OdR — nRdO . r Vdx 
— , posito / — -r— ~ y, em 

Qn-t-i * r j Qn-i-L 


R _ / ,Pax-4-Qa R — nR^Q 

- - ^ Q" ^ Q ^ * r 

Jam definiatur R ita, ut P5x-j-Q5 R — nR&Q per Q fiat divisi- 
bile, vel quia QdR jam factorem habet Q, utfiatPdx — n R DQm: 
QTdx, prodibitque * . ; 
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T3 


V ~b 


R 

<T n 



,pa* 

J Qi-H 


dR -{-Tdx 


O* 

R 

Q* +/ 


— , seu 
dR-\-Tdx 

(J n 


At semper functionem R ita definire licet, ut P3x — nR3Q fac- 
torem Q obtineat, quod etsi in genere praestari nequit, tamen rem 
in exemplis tentando, mox perspicietur negotium semper succedere. 
Assumo autem hic P et Q esse functiones integras, ac talis quoque 
semper pro R erui poterit. Si forte eveniat, ut dR -t- Tdx zn 0, 
formula proposita algebraicum habebit integrale , quod hoc modo 
reperietur; contra autem haec forma ulterius reduci poterit in alias; ubi 
denominatoris exponens continuo unitate diminuatur; ac si n sit 
numerus integer, negotium tandem reducitur ad hujusmodi formam 
quae sine dubio est simplicissima. Quamobrem cum in hoc 
capite vix quicquam amplius proferri possit, ad integrationem formu- 
larum irrationalium juvandam , methodum easdem integrationes per 
series infinitas perficiendi exponamus. 


ADDITAMENTUM. 

• • » • ( t ! 

' * * I 

Problema. ‘ 

. 'I 

Proposita formula dy ~ [o? j/ (1 -f- xx)] 11 d x tj invenire 
ejus integrale. 

Solutio. 

Posito x -j- ]/(i -f- xxj nz u , fit et ZT 

— — u ~b : unde formula nostra 

a u u . . . ! 

dy zz | u*—* du (uu -f- i), 
deoque ejus integrale 

10 
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y = 


u 




IV 


— -f- Const. 


2 (/i + 1 ; 2 (n — 1 ) 

quod ergo sempcr est algebraicum nisi sit vel nzz:!. 


Corollarium l. 

Patet etiam hanc formam latius patentem 

dy zz. \x -f- j/ ( i r-h xx)] n X dx 

hoc modo integrari posse , dummodo ‘X fuerit functio rationalis 
Ipsius x. Posito enim x zz: U —- u — » * pro X prodit functio rationa- 
lis ipsius u, quae sit zz: U, hineque fit 
d y zzi \ U u n 3 du (uu -\- 1 ) , 

quae formula vel est rationalis, si n sit numerus integer, vel ad 
rationalitatem facile reducitur, si n sit numerus fractus. 

Corollarium 2. 

* » » .* ' i ./ 

Cum sit ]/(! -f- xx ) zz: ; posito j/ (i -\~xx) zz: v, 

etiam haec formula • — - • — 

dy zz: [x -f- y (1 -f- xx)] n X dx 

, _ * * , # 

integrabitur , si X fuerit functio rationalis quaecunque quantitatum 
x et v. Facto enim x functio X abit in functionem 

a tt 7 

rationalem ipsius u, qua posita — U , habebitur ut ante dy~ 
| U u n ~ 3 d « (fcw -j- 1 ). 

Exemplum. 

Proposita sit formula 

dy zzz\ax - 4 - b / (1 -f- xx)] [x - 4 - y/ (1 xx)] n dx. 
Posito * — fit 

an 7 

dy — H -) x \ u 2 3 w (m w -f- 1) : 

seu 
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d y ~ZZ. J u n 3 d u [a (u* — 1 ) b (k* -f- 2 u w -f- i )], 

cujus integrale est: 


quae est algebraica, nisi sit vel n zzz 
n 0. 


t- 

2 , 


— ») 
vel 


u n — 1 -f Const. 

” — 2 , vel etiam 


CAPUT, m. 

DE INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFEREN. 
TIALIUM PER SERIES INFINITAS. 

Problema 12.. 


1.26.. 


Si X fuerit functio rationalis fracta ipsius x , formulae differen- 
tialis dyzuXdx integrale per seriem, infinitam exhibere.. 

Solutio.. 


Cum X sit functio* rationalis, fracta , ejus valor semper ita 
evolvi potest, ut fiat 


X — Aa m -j- B x ™*' -{- C x m + an -f- D a; m + 3n -j- E x m +i n -f- etc. 


ubi coefficientes A, B, C etc.. seriem recurrentem constituent, ex 
denominatore fractionis determinandam. Multiplicentur ergo singuli 
termini per dx, et integrentur, quo facto integrale y per sequen- 
tem seriem exprimetur 

Ar m+I B.r m+n+ ‘' C^ m+an '+' t 

y =Z 1 

m -}- 1 m-k-n- 1 - 1 m4-2/i+l 

ubi si in. serie pro X occurrat hujusmodi terminus inde in in- 

tcgrale ingredietur terminus M/x. 


— j— etc. —j— Const. 


S c h o 1 i o n.. 

12 7. Cum integrale /Xdx, nisi sit algebraicum, per logarith- 
mos et angulos exprimatur, hinc valores logarithmorum et angulo- 
rum per series infinitas exhiberi possunt.. Cujusraodi series cum 
jam in Introductione plures sint traditae, non solum eaedem, sed 
etiam infinitae aliae hic per integrationem erui possunt. Hoc exem- 
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piis declarasse juvabit, ubi potissimum ejusmodi formulas evolvemus, 
in quibus denominator est binomium; tum vero etiam casus aliquot 
dcnominatore trinomio vel multinomio praeditos contemplabimur. 
Imprimis autem ejusmodi eligemus, quibus fractio in aliam, cujus 
denominator est binomius, transmutari potest.. 


Exemplum 1.. 


d x 

128. Formulam differ entialem per seriem integrare. 

Sit y zz: J — — -, erit y zz: 7 (a x) -j- Const., unde intcgrali 

ita determinato, ut evanescat posito x~0, erit y~l(a-\-x) — ta. 
Jam cum sit 


x 


a 


a 


a 


x v 


x 


x 


si ^ /«i ^ «5 


ctc,. 


a. 




erit eadem lege integrale definiendo:: 


x x 

y — 

a. 


2 a 


X 3 X * X 5 

30 3 5 a 5 


unde colligimus,, uti quidem: jam constat:; 

x x 3 X 

l (rt -i- x) ZZ / a -f- 5 H r 

' a 2a ' 3a J 


3 


— etc. 


x 

4 a 1 


etc.. 


Corollarium. 1 .. 


129. Si capiamus x negativum, ut sit d*/ z — , eodem' 

(m “ X « 

modo patebit esse:. 


x 

l (o — x) zzi 1 a 

a 


hisque combinandis:: 


xx 
a a 


a 

X 

x 3 

X* 

2 a 

3 a 3 

• 

53 

V 

1 

x* 

r 

% 

X 8 

2 a* 

3 a 6 

4 a s 


'• ctc. 


a- 4-x 2x 2x 3 2 x 9 2 x 1 

l f-* , “ 4 — — ; - 4 — — = — j— etc; 

a — x a 3a 3 ^ 5 a* ‘ 7 a 7 ‘ 


Digitized by Google 


78 


c a p u T m. 

Corollarium 2 . 


13 0. Hae posteriores series eruuntur per integrationem formu- 


larum: 


a a 


(r 


— 2 r ?) r - 1 x t x . 

— =r — 2x$.r ( 1 £ H — j -4- etc.) et 

a a— xx cia u' 

2 a r) x 

~ 2 adx \ -• -h 

a a — xx aci a 

a x d x . - - » ■ r s ad x 


i 'tt ir 

— 2 adx (— H 4 -4 1 H~ etc.). 

aa a* 


i a — xx 


/ a_+_r 


a — x 


Est autem / —?§£ — * («" — **) — et / « 
ita ut jam his formulis per series integrandis supersedere possimus 


Exemplum 2. 


adx 


131. Formulam differ entialcm — P er seriem integrare. 


Sit dy — aa^cx* e * cum Slt Z/ — Are. tang. , idem angulus 
serie infinita exprimetur. Quia enim habemus : 


a 


aa 

erit integrando: 


1 xx x 

xx a a 3 a 5 


x 


x 0 


ci- 


ete. 


v.7 


x x x x x‘ 

y — Arc. tang. — zz ? -\ r -f- 

* 8 a a 3a J ^5a 5 7 a' 


etc. 


Exemplum 3. 

d v xd x 

1 32 . Jntegralia harum formularum ——7—3 — p — 3 per 

1 | x 1 I x 


series exprimere. 


Cum sit 


t -}-x 


3 m 1 — x 3 -f- x 6 — x 9 -f- x 1 2 


etc. erit 


/ ^zzx — ’ x^-f-fx 7 — — x 10 4 — t x 

J l_ux 3 5 r 10 13 


13 — etc. et 


xdx 


/rS> =i *‘ — i* s +i x> -T. xli 


etc. 
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Verum per §. 77. habemus per logarithmos et angulos: 

y' — - — 1 -}-x)> — |cos.J/}/(i — 2 xcos.£-f-xx) 

1 ' ' I jL 


-f- | sin. * Arc. tang. 


x sin 


1 — x cos. - 


/ = — 1/<1 H-r) — §cos.**J^ (l — 2. r cos. J -i- ara:) 


-f- | sin. 9 • Arc. tang. 


x sin. 


ir 


ir 

i — .r cos. - 
V 3 


a7T • ^ y ^ . 9V V 5 

At est cos. 3=5; cos. 3 zz — |; sin.- — ; sm. y — —5 
unde fit 

f—~ ~ |/(1 -+-a?) — i//(l —a: + xar)+~ Arc. tang 

f — - — y — — \ K 1 — f-ar) -f- \ ( 1 ^“4“ ‘ rx )~f“73 A 101 tan g- a zri 

integralibus ut scriebus ita sumtis, ut evanescant posito xiziQ. 

Corollarium i . 


133. His igitur seriebus additis, prodit 

y 3 Arc. tang. x ~l zz .r -f- | r a: — J a? 4 — \ x* •+• } x 1 4" g* # 

.r 10 — x 11 — f- etc. 

IO II 

subtracta autem posteriori a priori, fit 


I - f - X 


2 / . 

3 VO— x-\-xx) 


zz .r — I .r 2 — I x 4 -4“ I 


i* 1 


— X 
io 


.10 


-x 11 

11 


etc. 


cujus valor etiam * est 


n_lL±J2_ 

3 1 X 4 - XX 


(1 


xV 


3 ^ 1 -f- x 3 
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caput m. 

CoroIIarian 2. 


_ . TXr*T _ 

l - - Cxn ar ' — : ; — | T(i -f-jr*), erii eodem modo 

• i — r * 


-T V — T r : 1 x ' ~\jr- 

i 3 • 9 


13 


elc. 


n :a i-.- .te 


ac_ectx. cenes rcccsiates ipsius -c occurrent. 
Iic-clca 4 . 

'L - 1 - X X) r^JT 


• Jhc. rrcatic *i«/c v ~ ‘ 


per seriem exprimere. 




i — x 4 

— i — -x ‘ — -2- 3 — x 1 - -f- x i6 — etc. erit 


5- r— : r e — T 5 U; ; V ■ 

—er r. 5- :c» *“i <t *~4, posito | n: cj, fit in- 

a.c de"» : 

, x -n. t» 

•t '_z. a::. a» X-c. tuere 

' . — x jmt- * 

^ t 

— - $u*. , 5 ji A-v. tae* — -• r— : 

' I - 4t»* 

A, ci> \ -3. r es* siit, i — / t t CCS. * — sin. 3&J— 

wcs. .'j, ~ \ h Accimus.; 

* • : >'. ' l:c - «*• r.” i — Ant - vAn 

» . .* > » 

" ^ « , * svs 7- - * *' 

U \c » $ tu a» $. 

x V t — 


per senem expri- 


V,. > V' 


tvK‘> »Ws v tg • — ^ ^ | j» 

* _ ,v* -4- a* 1 * — .r ls -f- x 2 * — etc. erit 


V V U^ 


V <> 


J 1. 
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y “ x *4~ l z* — l a; 7 — -- 1 - a; 11 -{- — x i3 -j — - x ir — etc. 

u 1 5 7 u 1 • io 1 17 

At per §. 8 2. ubi m zz: 1 , nzzz 6, et w zn ~ “ 3 0 C , est 

• » ac 

y~ | sin. od Arc. tang. — 


a sin. u 


x cos. w 


1 sin. 5 w Arc. tang. - 


| sin. 3 ai Arc. tang. ~ 

x sin. 5 u 


x sin. 3 u 


x cos . 5 u 


•xcos.ow t 


est vero sin. co UT cos. cd zz: — ; sin. 3 Od zzz 1 ; cos. 3 w zz: 0 ; 
sin. 5 od zz: cos. 5 oo zzz — ergo 

y= i Arc. tang. a - =r jyj ~r | Arc. tang. a? -f- \ Arc. tang. • 


seu 


3 .t( 1 ■ 

y — | Arc.tang. — — -f-| Arc.tang. a,' — * Arc.tang. 


Corollarium 1. 

•• -137. Sit 

at facto x 3 zz: u, est - . t . ... . : .... 

• \ • «...*#'■*•» ; *!« 

z zzz zz: i Arc. tang. u z= f Arc. tang. a? 3 . 

Hinc series hujusmodi mixta, formabar :, 0 > 


• 1 
> 


.• «.• 1 1 




- 4 . 3x(l — ara») ,f * n ■* 3 

cujus summa est zzz | Arc. tang. — j -{- — Arc. tang. a; - *. 


( .1 — 4arx-f-ar 


.si .r», . 

1 

,Cor ollarium . 2. 


- t .t: 


• . — i 




138. Si hic capiatur n zzz — i, binos anguloa in unum colli- 
gendo, fit . • . , j . . • 

, . 3 x (1 — xx ) 

' ArC ' lang ' —i Alc ' ‘“6- * 


t 


U U . 


'*• 3a: — 4x 3 -f-4a: 5 — x 7 

= ito.u»g. ; . ^ 4 ? - 3 ^ : 

1 1 
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r . 3 -a?— x 3 

quae fractio per 1— arx -f- ar dividendo, reducitur ad , 

1 3 x x j 

quae est tangens tripli anguli x pro tangente habentis , ita ut sit 
3 X • y 3 

J Arc. tang. — — zn Arc. tang. x , quod idem series inventa ma- 

nifesto indicat» r •• 


Exemplum 6.' 


13 9» Hanc formulam 3*/ :zz 

Uricm integrare. 

Ob — - — m 1 — a n -4-x* B 
l-f-or* 

bitur 


(x 


,m — i 


-}- X* mu “ 1 ) dx 


per 


x 


n — «i 


X 


n-f» 


X 


1 ~f- X* 

x 3 * ~|- x* n — • ete, habe 


^n-f-w. gjn—nt 

4“ z — ~~4 — «— etc. 


w-m n-t-m 2n—m ' 2n-tm ' dn—m 
Haec ergo series per §. 82. aggregatum aliquot arcuum circulariui» 
exprimit, quos ibi \niere beet, _ \ . . . 


C o roltiri ui», 

i 

14 0. Eodem modo proposita formula 3 z: 
. ' -* : 


(x’ 


i=-i 


‘)3x 


i — x" 

I. 


ob - . ZZ I 4- X* 4- x** 4- X SB 4- etc, invenitur; 

i — x* 


x* 


x 




* 


4. 


4 -- 




. 3n — m 


— 4- etc. 


m *~~w >h*<h 2n—*n 2*+xm • ln—m 

utijus Vttlor §. 8 4. est exhibitus. 


; . 


Exemplum 7«.. . 

141. Jiant fotmularh P" seriem mle- 


gn u*> 
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Primo integrale est manifesto y zz. t (1 x xx ) ; ut autem 

jn seriem convertatur, multiplicetur numerator et denominator per 

(i -4- x — 2xx)dx „ 1 

1 — x, ut fiat dyzz - 3 . Cum nunc sit — 

1 - r ^ * 

— i x * -f- x 6 -f- x 9 -{- x 12 -f- <etc. erit integrando : 

* «.'t t >r>5 0/>.6 ^.7 t .8 Qx 9 


■ X 


x~ 2x* x * ' x* 2x 6 

+ — r 


X 7 X 8 


■ — J- etc. 


* i ., i . 


Corollarium J. 


142. Eodem modo inveniri potest 
y zzz l (i x xx x 3 ) 
per seriem. Cum enim fiat - — x) zz / (i — x\ erit 


x~ x 3 . x A 


y — x + --\ 3 


+ 


X ‘ 


aJ* * j : 7 


,4 r* .7 




a; 




**;!<: r 


8 9 1 0 


-f- «te. 


— a? 4 : 




.8 


sive 


. • ■ ■ auX*. , a? ? S* 1 * , i»' 

*=*+ T + T F + 7 + * + 7~ 


a? ? 3X 4 . x s . x 6 


3x 


x 9 


3 4 

Corollarium 2. 


-f- — etc. 
3 9 


i 43 . At fractio 7 ^^* — per seriem recurrentem evoluta 

.dat 

i x — 2rr -f- x 3 — f- a; 4 — 2 .r s -f- ar 6 -f- x 7 ■«— 2 x 8 -f- etc. 
unde per integrationem eadem series obtinetur, quae ante. 

- * * _ * ; * 

Exemplum 8 . 

i. 4,4. Hanc fovmyfam dy zz — P* r ^ iejn 
tegrare . \ 

41 
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Per 6 4. nbt A — 4, B — 0, a~ r f, et in i, est hujus 
formulae Integrate y zz jj~ Arc. tang. At per seriem 

recurrentem rep erimus 

L-ixcos.f-Tx = 1 + 2x cos- £ 4" O cos. 1) w i 
+(Scos.^ 3 — 4cd8.^).r 3 -}-(l 6cos.^ 4 -— 12 cos.^ 2 -|- 1 )x* 
H-(32 cos.£ 5 — 3 2 cos. — J— 6 cos. £) a?. 5 — |— cta. * • ' - 

qua serie per d x multiplicata et integrata, obtinetur quaesitum. Pote- 
statibus autem ipsius cos. £ in cosimfe angulorum multiplorum con- 
Tersis, reperitur: . . 

• - i *'«. o, i"; 

y iz x -f- 1 xx (2 cos. £) -f- ftx 3 (2 cos. 2 £ -f- f) 

-f- *.r 4 <;2 eos. 3^-f-2cos.^)-|-ix 5 (2 cos. 4£-}^2 cos. 2^-f“ O 
-k-l* 6 (2 cos. 6^-j»- 2 cos. 3 £-^-2cas.£) ~t- etc- 

,•** . » . j j . ^ ■ , 

C o‘r o 1 T a r i u m 


145. Si ponamur dz — erit P CT 5' 63 ' v 

A m i , B — — cos. flZ t et 6 = 1 , ideoque 
s— — cos. £/j/(l — 2 .reos. 

At per seriem 


sinv^ ArcUng. 


ob = 1 -*-■ * cos - f-t-** coe - 2 4 

x s cos. 3 % -f- x* cos. 4 £ -{- etc. fit 
3 ZZ .r -}- ] .V.r cos. % 4- * r 3 cos. -f- * a; 4 cos. 3 £ 
4-i r 5 cos. 4 £ -f- etc. 


Corollarium 2. 


■i ' \ 

Mtlw 

OMIit 


4 46. At quia d z zz c -^ — 


* cos. { -i- co>. -4- sin. ^ a ) 
i — a x cos. £ 4- x x 


erit 


— </| '0 — 3^ eos. £ + XX) -f- sin. ^ 

eigo pro V — / 1 _ « alia repetitur series infinita 

luganUuno conncAU, scilicet 
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$ — / / (1 — . 2 X COS* £ -f- XX) 

-{- Titii” (.x +-lxxcos.%-i- i x 3 cos* 2 cos. 3 £-+- etc.) 

, Problema t2. 

t ...... . 

14 7. Formulam differcntialem irrationalem 

, . t . 

Sy zz: x m ~~ l dx (a -J- bx 11 )* per seriem infinitam integrare. 


i <. 


Sol u t i o. 


H- 


Sit a* — c, erit 5*/ zz: c^ m -' 9 a; (t -+- | x n ) v , ubi quidem 
assumimus c non esse quantitatem imaginariam. Cura igitur sit 

n * J ^ eSSS2St!^' *»« -4- etc. 

\ l-+ a / • ij/.a ly.2y.aa 1 y . 2 y. 3 y-. a 3 

exit integrando.: 

v ^ • /Lr m ’ u. b ar w + n JUCbl— y)£5 

t; zz: c l 1— - — . f - — • 

^ - • A^iya. * fV.o ni-t-n. tv..2y.aa r m+2/t 

, fJL(lX — y)(Ui — 2y)b 3 x m+3n < 

-4 • • — l— etc . i y- 

r ; Ivi. 2 y . 3 M > m+3 n J 

quae series in infinilum excurrit’, - nisi. - sit numerus integer posi- 
favus. * • — . 

Sin autem casu, quo y numerus par, a fuerit quantitas nega- 

tiva, expressio nostra ita est repraesentanda , 

' k n . ’■ - j. 

fi m — 1 -- ^ __ z 

dy zz: x m ~ l dx (bx n — «)» zz: & v x • * ^ x O 1 x j ~ 

Cum igitur sit ; ’ 


f-* • 


z : ix a '■ 

• — «\v 4 x~ n 


x~ n y zr i 


1 y .6 


) * 


h»— y >°‘ ;i 

1 y. 2 y.b‘ 


jx(y. — y)(p. — 2'v)ar __ 


t y.2v-.3-v.b* 


x 3ft r| r etc:. 


erit integrando 
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• 6 


y = & 


vx 


T714- 


M . 
* 


vx 


m 


fe.rfl* 

;v 


\/7* v fjL /z lv.6 mv +-<!*— Jdn 




jul(;j. — y)n va? 


— etc. 


iy.2v.ti* mv -h (fx— -2v)/t . 

Si o et 6 sint numeri positivi, utrague -evolutione uti licet. 

E x e m p 'l u m 1. 

3 x 

14 8. Formulam per seriem integrare. 

Primo ex superioribus patet esse y m Arc. sin. x qui ergs 
.angulus etiam per seriem infinitam exprimetur. Cum enim sit 


.erit 


7Vh?= i +t x '-+'4 x 


> 3 5 + LiJjl x 8 _ 4 _Wo. 

».4.8* -*-**?) 


y — +_ a<4 6 


1.3 a? s 1.3 5 a? 7 1.3. 5. 7 a? ' 

77.6' 7^71.77 7 

1 - \? ' 


utroque valorc Ita .definito, ut evanescat posito x Z21 0 


C o r o 1 1 a rium 1. 

-149. Si »cpgo sit a?.^il,;Ob Arp. sin. 1 zc erit 


* — 1 1 i 1 2__ |_ * 3 1 1 - 5 - 5 -7 1 

3 1 . a .3 1 a. 4-5 1 a. 4-6-7 1 a 4 - 6 - & • 9 

At si ponatur x ~ J, ob Arc. sin. | z=z 3b°rr: erit 


etc. 


7T 


1. , 1.3 1.3.5 1.3.57 

* I > : i-l - ■ . i , f - - 1 ^tC> 

6 - — 2*? 3 .3 2.4.2 S .5 2. 4. 6. 2 7 . 7 ,2. 4.6,8 J2 9 .9 

cujus seriei decem termini additi dant 0,52359877, cujus sextyp- 
Ium 3,14 15 9262 tantum in .octava figura a veritate discrepat. 

* n. • * f # * " , 

Corollarium 2. 


I -• *\ /3 X • 

15 0. Proposita hac famula dy — posito x zzzuu. 


m 
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sjr 


2 u d u 2 d u 

^ y y ( uu — n^) /(i w«) 


• ♦ »r * . ' 

ergo y zz 2 Arc. sin. u zz 2 Are. sin. /x. Tum vero per seriei» 

erit; » • • „ ■ 

1.3 u s 1.3.6 u 7 - . . 

y=2(« + l. T +-.-+jXi.y + c ‘ c ) »» 

3 ? > 1.3 xx , x , t 

,.» = f( l +!'i + S7, + W'I Tett),/! '' 

* ■ . . • . ^ i . 

Exemplum 2’. 

.4 . ' ' * . < . 4 V ", 

i Si,: Formulam $yzz d-r l /(2ax — xx) per[ seriem inU- 

« * * ' * 

grare. 

* Posito x zZ uu, fit d/— 2irada/t2rr-*- tnO: ftt per re- 
ductionem I* (§. 11 8^) est U,ZZ m Z++ 1» ® — - r 2 a > ^ ^ * 

Orizi I; y zz 2 j unde t v - t 

/u u 9 «y (2 rf — « «) =— i« (2 «— « U)*^-fa/»a /(20 — « u); 

ct per tertiam , sumendo m zz i , a, zz 2a, 6 IIZ — — 1 > w — 2 9 
— 1, k = 2, fit i - •• • . . •• ^ 

/da / (2 a — ua>zz£a/< 2 a — Tf- 

st est *<*»•. r <■ . — _ 

r .,»* i — Arc. sin. X' — Arc ' sin ' £h’ ide0< l ue . 

J /(ja — u u) yaa yaa ; ,,‘j r.V’ i 

/audu/< 2 <*_««>—-——£ u£2a — ua)~ ii»a/C2a-— ^ iCtS ‘P*. yT» 

zz J a (a u — ' a) / ( 2 a — . a a> - 4 -^ a a Arc. sin.-r-~ . . 

4 f iwjigjio 0 •■. . 

y — /( 2 .^ 3 : — xx)-|-aa Arc. sin. 

'• i * • j 


Erga 


i 


Pra serie autem- invenienda est dy — dx/2a:r(i ,, a ) 

il r- ncAyjr«s 

— (■ i- 2u 2 . 4 ' Aaa 2 .- 4.6 .«.a* 'T 

bineque integratido; ' l *•' ■■ >'■' * x ■ 


»V,p 1 «• y % j»« ' 1 J . ' 
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u 5 i 2 a? i .1 • 2a> - i .4 . 

V ” X s ' sTTa 2 T 4 ' 7TTaa 2.^7 


i* 
SCU 


?/ 


1 , 1 .»3 - 2 x~- 
6 * 9.8a 3 


-eici)j/2a, 


(I 


x 


1.4 


X' 


1.1.3 


x 


5.2a 


2.4 7. Acia 2 . 4 . 4 ? • 9 . 8 rt 3 


— etc.) 2)/2 ax. 


Coro 1) ari irm k i. " 

- K M “T“ • r a • — : 

152. lnlegrale facilius inveniri potest, ponendo ,r“a — ». 
unde lit dy — — 5fj/ (a a— vv), et per reductionem tertiam 

j • \ . iTf /[ I (I f£l 5 / 2 g _j 

/dvy(aa — vv')-lvy(aa — vv)~{-haa/ _ hinc 
y — C — * — rt/) — l aa Arc. sin. - , 'seu 

J/ n C — | (a — x) |/ (2 a<r — x x) « — - ^ aa Arc. sin. . 

Ut igitur fiat .f/nz 0, positi» xrrz-0, capi debet C zzjfla Arc. sin. 4, 

ita uta sit obnu ~ ^ : 1 - — 

y zz: — - \ ( a — x) )/ (2-ax — xx) «a Arc. cos. ~*- 
Et>t verp - 

Vx ~ n _ x t madiia K*q 


f a 


Arc. sin. X— — \ Arc. cos. 

V a a 3 a 

* B ^ n. 

Corollarium 2. “ u£)\pn 


15 3. Si ponamus xnz^, fit y — — + ^|- a , series 
autem dat 

.ui»_> * m / "l 1 v ,1-1 1.1.3 v 

ftl y rzz 2 «at — r =■ — etc.Wi 

9 xV -2.3. 2.5.2 3 2.4.7. 2 5 2.4.6.9.2 7 ' 

unde colligitur 

- etc.) 


«7T — XLX -l_ 6 fi - 

A A ° V 3 o C o3 O 


»a.:>i/ »i Xt 


1 


1.1 


1.1.3 


■■ 

ai per superiorem est 


2.5.2' 

1.3 


2 . 4 . 7 . 2 ‘ 
1 . 3.5 


2.4.0.9.2 6 

/IU oimit c *l 


. 1 1.3 •* 1 . 3.5 . . 

"* = 3 C* •+- TZ? ^ + a. 4 . 6 '.V. 3 * +e|F ) (5rl49 ° 

ex quarum combinatione plures aliae formari possunt. • .. . 
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Exemplum 3. 

d x 


8 9 


15 4. Formulam dy zn ^ P er seriem integrate. 

Integrale est y zz: / [x -f- V ( 1 “H a?#)] » ita sumtura ut eva- 
nescat posito x — 0. At ob 

7(7+:^ — 1 ~ i ^ +74 x etc. 

erit idem integrale per seriem expressum : 


1 x 3 
2’ 3 


1.3 x s 1.3.5 x 7 

• " ”■ ————— ■ — j — etc. 

2.4 5 2.4.6 7 “ 


Exemplum 4. • 

155. Formulam dy int egrare. 

Integratio dat y z^ / [x -f- ^(xx — 1)] quod evanescit posito 
x “ 1 . Jam ob 

1 I * 13 1.3.5 


1,1 1.3 


-f- etc. 


)/(:r;r— 1) * 2 x 3 “** 2.4.x s 2.4.6* 7 

erit idem integrale: 

r . 1 13 1-3.5 

2/ ■ — ^ ■+* te ^ - i - — .. .. ~ etc 

2* 2 a? 3 . 2.4.4**. 2.4.6.6.r 6 W 

quod ut evanescat posito x =. 1 ? constans ita definitur, ut fiat: 


Corollarium. 

15 6. Posito x zzi 1 -+- u fit 

d«_ = |u „ 1= 

) i/- 24 *' 2 / 


dy=- 


y(2u-t-uu)~~ j/2i 
/j ltt 1.3 iik 1.3.5 u 3 

>/2w' ”*2*2 ^274 ‘T r 2.4.6 * T ^ ^ 

unde integrando habebitur: 


12 


9 • 


CAPUT III. 


I 


... 12 u* 1.3 2iA 1.3.6 2u* , . 

♦ * VaV r 2 2.3 2.4 5.4 2.4.6 7.8 ' 

, 1« 1.3\tiu 1.3.5.M 3 , x ,/ 

V ZH ( 1 1 — f- etc.) V 2 u. 

* K 2. 3.2 ^ 2.4.5. 4 2.4. 6. 7 . 8 . J 

I * m 

Exemplum 6. 

^ rjQ 

16 7. Formulam <)*/“ — per seriem integrare 

(i #) tt 

• ♦ A 


,n— • 


Per integrationem fit 

1 

y (n — l) (i — x) n ~ 

9 

&cto y — 0 si x ^ 0, seu 

(1 — x )—' *+•■ — 1 

» = ^rr 

Jam vero per seriem est 


1 


n — 1 


dy= 3 i r(l+w+‘4y» i + '' f 'v'. ) . ( r ,) + etc.) 

unde idem integrale ita exprimetur: 


x 


nx~ 77 ( 71 +- i)# 3 nC«-4-t)(n->-2)^ 

r- «4- ■ — t — — ■■■ - -» 

2 ^ 1.2.3 


% 

Hinc autem quoque manifesto fit 


1 . 2 . 3.4 


etc. 


(71 — 1 ) y '+* 1 rz: 


(l — X) 


,.\n — 1 


S c 6 u 1 i 0 m. 

15 8. Haec autem cum sint i»imi* obvia, quam tat iis fusius 
inhaerere sit opus, ajiam methodum series* eliciendi exponam magis 
absconditam, quae saepe in Analysi eximium usum afferre potest. 
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Problema 13. 

15 9. Proposita formula differentiali 

£ _ i 

^ r/ “ 1 dx (ct 4- bx 11 )* , 

ejus integrale altera methodo in seriem convertere. 

. Solutio, 
a 

Ponatur y ZH (a -4- bx*)» z? erit 
ft . 

dy — (a-\-bx n )i [d z (a-\- b x*) -+-~ b x n ~~ 1 zdx\'. 
unde fit 

x m ~ 1 dx rr dz (a -f- bx K ) -f- ** bx n ~ l zdx, seu 
v x m ~~' 'dx zzz vdz (a bx n ) -f- n\ \j.bx*~ l zdx . 

J\m antequam seriem, qua valor ipsius z definiatur, investigemus, 
notandum est casu, quo x evanescit, fieri 
fi _ £ fi 

dy “ a* x n ~ 1 dx zzz a* dz, 
ut sit d z zzz *- x m ~ l dx. Statuamus ergo: 

z — Ax m -f- Bx m + n Cx in + jn -f - Dx*^ 5 " 4- etc. 

eritque 

^imA a: m— * -4- (m. +- n) B x w + R ~ 1 4-(m+2n)C C ( Ci 

<9 2 

Substituantur hae series loco z et in aequatione 

( a 4- bx 11 ) 4~ «jut bx n ~ l z — v z m ~' zn 0 , 
singulisque terminis secundum potestates ipsius x dispositis, orietur 
ista aequatio: 

myaAx m ~ l (m n) yaBx m ' + ' n ~~ t -+- (m -f- 2n) v/aQ l z m ‘h* n_ “ l -t- etc.} 

— v -\-myb A (m -f n)ybB C — 0: 

-hnfjibA -+/tp.6B ) 

unde singulis terminis nihilo aequalibus positis , coefficientes ficti 
per sequentes formulas definientur: 

• * 


Digitized by Google 


92 


CAPUT III. 


mvaA — v“ 0 ; hinc Az ~ 

via 

v/aB-4-(mj/-f-«/x)5A— 0; Brz— 

(m+2»>flC+[(m »)iM-Fifji]&B = 0 ; Czz:— Ifc B; 
r77n-3n)v'aD-h[(m-+2n)v+n|x]6C— 0; Dz= — C; 
sicque quilibet coefficiens facile ex praecedente repcritur. Tum 
rero erit: 

f* 

if=z(a-\-bx n )* (Ajc m + B 4- C a: m + 3ri + 1> * ’ M ‘ 3 * 4~ etc.) 

- Solutio 2. 

Quemadmodum hic seriem secundum potestates ipsius x as- 
cendentem assamsimus, ita etiam descendentem constituere licet: 

z — Ax^-n -f- B x m ~ an 4- C x m ~ 5n 4- Dx m ~4 n 4- etc. 

ut sit 

zz (m — n) Ax n ~~ n ~ l +- (m — 2ii) R v m ~ tin ~ t -+(ni ~ 3n)Cx m ~ 5n ~~ l -r etc. 
quibus seriebus substitutis prodit: 

(m-n)vbAx mr ~ I -^(nt--ri)yaAx m ~ n ~ l -h(m-2n')vaBx m ~ !>n ~ 1 -^ (m—3n)yaCx m ~ 3n ~ t 
«p.6A -+(m—2n)ybB -+(m-3n)ybC -t~(m—4n)ybD > 

y H-npi&B n-npAC -t-wpAD ) 

Hinc ergo sequenti modo litterae A, B, C, etc. determinantur : 

• (m- n^bk+n^bk-y — 0 ergo A— . i- ; 

(m- n),«A-Km-2«>6B + n F 6BrO, B- ( ,=<« -% *- • r * ; 
(m— 2n)yaB +(/n— 3n)yiC+nu.6C-0, C— .i-B; 

4 7 (w — 3 n) v -r n n b * 

(.tn—3n)yaC +-(m-4n)ybD + nubD- 0 , Dzz ~ 3 Alt- . A p* 

• (m — q.n)v-i~nn b 9 

ubi iterum lex progressionis harum litterarum est manifesta. 

^ ‘ Corollarium i . 

* 

16 0. Prior series ideo est memorabilis, quod casibus, quibus 
{m 4-. in) K4-«[tz:0, scu — ~ — £ zz /, abrumpitur, atque 


C A PT T 


III. 


9 3 


ipsum integrale algebraicum exhibet. Posterior vero abrumpitur , . 
quoties m — in zz 0 scu ™zi, denotante i numerum integrum 
positivum. 

Corollarium 2. 

161. Utraque vero series etiam incommodo quodam laborat , 

quod non semper in usum vocari potest. Quando enim vel mu 0, 
vel priori uti non licet: quando vero (m-f-i/Oy-^-npiz 0, 

seu -f- — z i, usus posterioris tollitur, quia termini fierent infiniti. 

Corollarium 3 . 

162. Hoc vero commode usu venit, ut quoties altera appli- 
cari nequit, altera certo in usum vocari possit, iis tantum casibus 
exceptis , quibus et — * et ^ 4- sunt numeri integri positivi. 
Quia autem tum est v— 1 , hi casus sunt rationales integri, nihilque 
difficultatis habent. 

Corollarium 4. 

16 3. Possunt etiam ambae series simul pro z conjungi hoc 
modo : Sit prior series zz P, posterior vero zz Q, ut capi possit 

tam zzzP, quam zzzQ. Binis autem conjungendis, erit zzraP 
-}- {3 Q, dummodo sit a -}- |3 zz 1. 

S c h o 1 i o n. 

164. Inde autem, quod duas series pro z exhibemus, minime 
sequitur, has duas series inter se esse aequales, neque enim necesse 
est, ut valores ipsius y inde orti fiant aequales, dummodo quanti- 
tate constante a se invicem differant. Ita si prior series inventa per P, 

H 

posterior per Q indicetur, quia ex illa fit y zz (a -f- b x 11 )* P, cx 

M M- 

hac vero y zz (a bx n )* Q, certo erit (a b z n )v (P — Q) 

__p 

quantitas constans, ideoque P — Q zz C (a-$-6x n ) * . Utraque 
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scilicet series tantum integrale particulare praebet, quoniam nullam 
constantem involvit, quae non jam in formula differentiali continea- 
tur. Interim tamen eadem methodo etiam valor completus pro z 
erui potest: praeter seriem enim assumtam P vel Q statui potest 

z zz: P a (3 x n •+* y x an -+- 5-r 3 * 1 -+- ex4* etc. 

ac substitutione facta, series P ut ante definitur, pro altera vero 
nova serie efficiendum est, ut sit 


nyafix n ~~ t -*-2nya y^ 2n ~ 1 *+- 3 n y a 5 -+- 4 n y a e x / i n ~ t ' 

-h-rtjxba. -\-nybfi -+-2nvby -+-3 nybS 

*+■ Ji fj. b f3 -hnjxby 
unde ducuntur hae determinationes: 

P y« Y na P» 0 3»a 


ita ut prodeat 

V&i» b - 

y a v . 2 y 


t = etc 


y- 


• JW 1 


HQwX ft.+2y) 6» 


= 0, 




-x 3, -f-etc.) 


seu s zz: P - 4 — ct ( 1 — H —• # n ) * , hineque 

y — P (a -f- b x n )i -}-aa» ; 

quod est integrale completum quia constans a. mansit arbitraria 


Exemplum .1. 

3 x 

16 5. Formulam dy zz: ^ 100 m odo per seriem inte- 

grare. 

Comparatione cum forma generali instituta, sit azz 1 , bzzz— i, 
m — 1» n zzz 2, p. zz. 1, y~2: unde posito y zz z|/ (1 — xx ) 
prima solutio 

z zz A x -f- B .r 3 -f- Cx s -j- Dx 7 4- etc. praebet 
A zz 1, B zz § A; C zz | B; I) zz $ C; E zz § D; etc. 
unde colligimus : 


Digitized by Google 


CAPUT III. 
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1 y zz (r -+- 1 a?* x* -+- ar •+■ etc.) ^ (1 — r x) , 

quod integrale evanescit posito a: zz 0 , est ergo y zz Arc. sin. x. 
Altera methodus hic frustra tentatur. ob ~ zz 1 . 

Corollarium 1 . 

166. Posito xzz 1 , videtur hiiic fieri t/zzO, ob |/(i — xx)zO: 
at perpendendum est, fieri hoc casu seriei infinitae summam infini- 
tam, ita ut nihil obstet , quo minus fit y Z, Si ponamus xlj, 
flt y z 3 0° Z ideoque 


- _(! H-— -h—J* 


2.4 


2.4.6 


x 

^3 


— r-f-ete.) . 

3.4 ’ 3.5. 4 3 3 . 5 . 7 . 4 3 ' 4 


Corollarium 2. 


167. Simili modo proposita formula dy zz repen- 


tur: 


V = (x - | x» 4- 1| x* - H- «tc.) /(l+«> 
««que y = /[*-+- ,/ <1 4- **)]. 1103,1,04 

_ Lq r 5 . 

Exemplum 2. 

168. Formulam $ y zz x V(i — xx ) ^ oc mo ^° P er seriem in- 
tegrare. 

Est ergo mzzO, nzz2, jjlzz 1, kzz 2, azzi, et b zz — 1, 
utendum igitur est altera serie sumendo 

s zz J7 7 — — t zz: A A'““ a -t- -+- C a?~ 6 -t- Dx~ 4 + etc. 

y (i — *x) 

sitque 

A zz 1 ; B zz | A; C ZZ | B; D zz $ C; etc. 

Hinc ergo colligimus: Jia Iu tii 

,1 2 2.4 • 2.4.6 , . . x 

« — (— - 1 - — 4 -+- «tc.) / o -**)- 


< xx 3x* 3.&x 6 • 3 ,.5, 7 .#• 
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At integratio praebet y = / - qui valores conveniunt, 

quia uterque evanescit posito xzzi. i. . . 

Corollarium 1. 

i 60. Cum autem haec series non convergat nisi capiatur 
a?> 1, hoc autem casu formula |/(1 — xx ) fiat imaginario, haec 
series nullius est usus. 


... x • • i r r. 


Corollarium 2. 
d x 


170. Si proponatur dy ~ eadem pro y series 

emergit per y/ — i multiplicata, eritque 

, 1 2 2.4 2.4.6 1 

tj - ■ 1 ■ r — — f- — i — f- ; + o " | ■ etc.) i/ (x x 1 )• 

y \ra? 3 xr 3.5^ 6 * 3.6.7:r 8 ^ ' v 

Posito autem x -=z erit 3 y * > et y “ C — Arc. sin. u , 

seu y “ C — Arc. sin. ubi sumi oportet CiO, quia series illa 

evanescit posito x n oo: ita ut. sit y n — Arc. sin. quae cum su« 

' , ♦ • j / ^ ^ r * * - ? 

periori convenit statuendo - zz v. 

* t “ .♦ 

Exemplum 3. 

3 x 

171. Formulam 3 y iz — 7 — r- hoc modo per seriem 

.. y (a 0 x q ) 

integrare . 

Est hic mr= i, nz=. 4, juuzl,jc:2, ideoque posito 
prior resolutio dat :.bn:;«r;4 ■*. 

rH Ba?S H“ Ca?9 + Dx 1 *'-}- etc. . * 

existente 

A -i- R — ~ zb A. C — ~~ 7 & B D — ~ 11 - C’ etc. • 

A -J> Vs— Ta » ~ .3 a eiC * . 

ita ut sit 

a? &bx s 3.7 6 a a? 9 . 3.7.11&V 3 . , » 

uzr ~ 5.9.1 »y - + *■•) ^ 
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Hic autem quoque altera resolutio locum habet, ponendo 
z zzz Ax~ 3 -f- Bx~~7 Cx” u -f- Da?“" lS -f- etc. 

distente 

A = =is B==f|Aj C ~ — j, B; D = =^|C; etc. 

unde colligitur: 

1 3 a $.7<ia 3.7.1 1 a 3 






bb 2 a/ 6.9& 3 # 11 5.9 


a./ .i i a- . , . * 


quarum serierum illa evanescit posito xzzz 0 , haec vero posito 


x 


oo. 


Corollarium i. 

172. Differentia ergo harum duarum serierum est constans, 
scilicet : 



t flfor 5 3.7 b*x 9 3.7.1 i6 3 x 13 


etc.i 


■ > 4 ? 1 ' 


a * liJ 6aa • b.9<* 3 6.9. 1 3«* 

4 ' ^‘3 a 3.7rt a 3.7.1 Ia 3 

? _ 666x 7 ' 6.96 3 *' 1 579.136 *x‘ s 

t 1 • ‘ ‘ 

Corollarium 2. 


)/(a-f ox*)~Const. 


173. Has ergo binas series colligendo habebimus 

a*-bx* a 3 -+b 3 x i2 3.7 a 5 -t-6 5 x 20 C 

abx 3 a 3 b 2 x 7 5-9 a 3 b 3 x li etc. — 

ubi quicunque valor ipsi a? tribuatur, pro C seraper eadem quanti- 
tas obtinetur. 


Corollarium 3. 


1 74. Ita si azzi i et b 

ducta semper constans, scilicet 


1, erit haec series i» }/(l-(-^ 4 ) 
13 
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Cum igitur posito x — 1 , fiat 

c = (i-? + g-i£i + e,c -) 2 > /2 * 

huicque valori etiam illa series , quicunque valor ipsi x tiibuatui , 
est aequalis. 

Corollarium J\ . 

17 5. Haec postrema series signis alternantibus piocedens, pci 
differentias facile in a'iam iisdem signis praeditam translormatui , 
unde eadem constans concluditur 


C — fl -4_ i - 4 - — -4- — — 4- 4- etc.) /2 , 

quae series satis cito convergit, eritque proxime C — 

S c h o 1 i o n. 


176. Ista methodus in hoc consistit, ut series quaedam inde- 
finita fingatur, ejusque determinatio ex natura rei derivetur. Ejus 
usus autem potissimum cernitur in aequationibus difterentialibus resol- 
vendis ] verum etiam in praesenti instituto saepe utiliter adhibetur. 
Ejusdem quoque methodi ope quantitates transcendentes reciprocae , 
veluti exponentiales et tinis cosinusve angulorum, per series expri- 
muntur, quae etsi jam aliunde sint cognitae, tamen earum investi- 
gationem per integraiioi.em exposuisse juvabit, cum simili modo aha 
praeclara erui queant. 

Problema 1 4. 

17 7. Quantitatem exponentialem y nz a x in seriem conver- 
tere. 

Solutio. 

Sumtis logarithmis , habemus / y — — x I ci , et difierentiando 
- y =zdxla, seu & — yla: unde vtdorem ipsius y per seriem 

fy O X 

quaeri oportet. Cum autem miegrale completum latius pateat, no- 


CAPUT m. 


terar nostro casu posito x ~ 0, fieri debere t/zn l: quare fingatur 
haec pro y series: 

y zzz. 1 -f- Ax -j- Ba? a -f- Ca? 3 -f- Da;* -f- etc. 


unde fit 

— zz A -}- 2 B a: -}— 3 C x 3 -f- 4Dx 3 -J- etc. 


quibus substitutis in aequatione — yla ~ 0, erit 

A-f- 2 Bx + 3 Cx a -+- 4Dx 3 + 5 Ex* -+- etc. > - 

— /a — Ala— B la — Cia — Dia — etc. > — - * 

hincque coeflicientes ita determinantur: 

A~/a; JzjA/a; C~ |B/a; D zr J C7a etc. 
sieque consequimur: 


y a x — i 


3?/fl 

T~ 


x\laf 

~. 2 ~ 


;r 3 (/a) 3 a;*(/tf)* 

1 etc 

1.2 3 1.2. 3. 4 


quae est ipsa series notissima in Introductione data. 


f> c ii o 1 i o n. 

.178. Pro sinibus et cosinibus angulorum ad differentialia secundi 
gradus est descendendum, ex quibus deincep*s series integrale referens 
elici debet. Cum autem gemina integratio duplicem determinationem 
requirat, series ita est fingenda, ut duabus conditionibus ex natura 
rei petitis satisfaciat. Verum haec methodus etiam ad alias investi- 
gationes extenditur, quae adeo in quantitatibus algebraicis versantur, 
a cujusmodi exemplo hic inchoemus. 


Problema 15. 

179. Hanc expressionem y zz [x -f- \/ (1 -f- xx^Y in seriem, 
secundum potestates ipsius x progredientem, convertere. 

Solutio. 

Quia est ly zz n l [x -f- / ( 1 -f- a?.r)] erit zz ; 

jam ad signum radicale tollendum sumantui* quadrata, erit 

*• 
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— nnyydx*, Aequatio, sumto dx constante, denuo 

difTerentietur, ut per 2 dy diviso prodeat 

ddy (i -f- xx') -}- xdxdy — nnydx* zr 0 : 
unde y per seriem elici* debet. Primo autem patet, si sit x zz 0 
fore y ~ i , ac si a? infinite parvum, y zz (i -f- a) n zz i -f- nx, 
Fingatur ergo talis series: 

y — i -h nx -+- Aa 2 + Br 3 + Ca:*4- Da 5 4 - Ea 5 4 - etc. 
ex qua colligitur : 

^zn+ 2’Ax + 3Bxx+ 4Ca s + 6Dr*+ 6Er s 4- etc. et 
^£z 2 A -f- 6 Ba -f- 12 Caa-f- 2 0 Da 8 -h 30 Ea 4 -h etc. 
Facta ergo substitutione adipiscimur : 

2 A *+• 6 Ba - 4-12 Caa 4-20 Da 3 4 - 30Ea 4 -4- 42Fa 5 -+- etc.} 

- 4 - 2 A 6 B 4-12C <4- 2 0D -4- eto/ ^ 

4 - nx- 1 - 2 A + 3B -+- 4C -+- 5D 4- etc/ 

— nn — n 3 — An* — Bn* — C n* — Dn -+- etc.} 


hineque derivantur sequentes determinationes 

a » a .5 * 3.4* 4 . $ * 

ita ut sit 


etc. 


. nn a 

f/ZZi-t-lUM- — a 


1 . a . 3 

n»(nn — 4 ) (aw— ife) t 
1 . a • 3 . 4 . . 5 . Q 


nn(nn- 4) i n (nn— ,) (nn — 9) 4 

«.a. 3 . 4 X ■*" i.a.3.4.5 X ‘ 

h -t-ctc. 

i.a. 5 . 4 . 6 . 6. 7 


Corollarium 1* 


18 0. Ut» est y zz [a V 7 ( i -f-ara)]*, si statuamus zzz 
[— a -f- -j/ ( 1 -f- x a)] n , pro 3 similis series prodit, in qua a 
tantum negative capitur, hinc ergo concluditur : 


y-hz 

a 


i 4-tt> 2 -4- 
= ^ + 

>(nn — i)(n n — 9 ) (n n — a3) 
1 . a. 3. 4 * 5. 6 - 7 


nnfn n — 4 ) 


_,a 4 -f- 

1 . a . 3 . 4 1 

r t(n n — .) ^3 

* . a . 3 


n n (n n — 4) fn n— 16) 

1 . a . 3 . 4 ■ 5 .6 
n (nn— Q (nn — 9) ^5 
i • 2 • 3 . . 5 

a 7 etc.. 


4 - etc. et 
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181. Si ponatur x zz |/ — • 1 . sin. erit }/ (1 -j-ara?) 
ZZ cos. (p; hincque 

*/zz(CQS.(P-f-}/ — 1 .sin.(P) tt zrco8.n(P---}--y' — 1 .sin.//Cj>, et 
zzz( cos.CP— }/ — 1 .sin.(P) w zzcos.n<P — )/ — 1 .sin.nCP : 
unde deducimus : 


cos.nCPzi— sin.(P*-f- 
sin. /i Cp zz n sin. <P — 


sin.Cp 4 - nnCnn- 4 )fnn-ji 6 ) g ; n etc ; 

1.1.34 1. a. 3. 4. i. 6 * 

n ( nn - j) 8 in. (T >3 1 sin. Cp 5 

i. a. 3 't' 1 1, a . 3. 4. a ' 

n(an i)(wn g)(nrt—a 5 ) ■ ^7 

1. a. 3. 4. 6. 6. 7 5ia * ^ 


etc. 


Corollarium 3* 


18 2. Hae series ad multiplicationem angulorum pertinent, 
atque hoc habent singulare , quod prior tantum casibus fi quibus n 
est numeros par, posterior vero, quibus est numerus impar, abrum- 
patur. 


Problema 16. 

183. Proposito angulo <P, tam ejus sinam quam cosinum per 
seriem infinitam exprimere. 


S o 1 u t i o. 

Sit y zz sia. CP et z ~ cos. (P , erk 3ty zz 3 $* }/ ( t -*• y y 
et 3 z zz — 3 (P ]/ (1 — zz). Sumantur quadrata 

3 t/ 3 zz 3 (p 3 (l — yy ) et i) z a zz 3 (p a (i — zz): 
differentietur sumto <)<p constante, fietque •• 

3 3 y zz — y 3 cp 2 et 3 3 s zz — z 3 <P a ,. 
sicque y et z ex eadem aequatione definiri oporteU Sed pro //zsin.p 
observandum est, si (P evanescat, fieri y zz.CP; pro z zz cos. Cf 
verum, si (P evanescat, tieri s zz t — | (P <P,, seu s zz 1 -f— 0 Cp 
Fingatur ergo 


T 0 2 
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f/ = d)-4-A(l^4-B$ 5 -4- C (p 7 -h etc. 
z ~zz i -4— ct — {— p (P ^ — |— ■ 7 — f- 5 — I - " e.tc. 

fietquc substitutione facta : 

2 . 3 A (P — {— 4. 5 B Cj) 3 -f- 6. 7 'C (J) 5 -{- etc.? -- 0 ct 

1 -4~ A -4- B > 


1 -f- 

l • 2 ct —f— 3 . 4 p Q 2 — }— 5 . 6 y — {— etc. ? .. q . 

+ i a -+- (3 

unde colligimus : 


A = 


— I 


B m — C “r- 5 ; D “ r— etc. 

2 . 5 ’ /j . 5 ’ 6 . 7 ’ 8 . 9 ’ 

a — ~ q — — • 'v — A — • etc 

a ..a’ H ( 3 . 4 ’ Y 5.6’ 0 7 .fl’ • 


— B 


— c 


unde series jam notissimae obtinentur: 

' 3 (f) 5 


• ^ <P 

sin. q) — — — 

1 1.2.3 

. <t > 3 

cos. Cp zz 1 - — — 


0 7 


1.2. 3.4. 5 

<J> 4 


1.2 

Cj) 6 


1.2 ' 1.2. 3. 4 1.2 

« * 

S c h o 1 i 0 n. 


. . . 7 
-|- etc 


-'{-etc. 


18 4. Non opus erat ad differentialia secundi . gradus descen- 
dere: sed ex formularum y ” sin. CP et z zz cos. CP differentialibus, 
quae sunt d y zz z d (p et d z zz — y d <p) , caedem series facile 
reperiuntur. Fictis enim seriebus ut ante ynz0-hA(p 3 -+-B0 5 -+-C0 7 
etc. et z zz 1 -+- a(p a -f- P$> 4 H- y$> 6 -}--etc. substitutione facta, 
obtinebitur : 


ex priore 

1 4- 3 A <p a -f, 5 B $> 4 -f- 7 C Cp 6 H- etc.? 
— 1 — a — p — y > 

ex posteriore 

2a(p-+-4f3(p 3 4-6y(p 5 -4- etc.? ___ Q .. 
— j— 1 —f— A — f- B ^ 

unde colliguntur hae determinationes : 


zz 0 


A 
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iOS 


a — i. a — P> ~ — *• B “ -• v “ ~ K - C ~ y * 

a - — 8» A — 3» p — 4 > r — 6 > ^ — 7 » 

ideoque 

C = — {; i 3 = +;i 4 ; Y — — -=+;- ■• ete. 

a=— B = 


a.3.4.5.6’ 

C 

> ^ 


; etc. 


• > 


a. 3’ 1 a. 3. 4. 5’ a. 3. 4. 6.6. 7 1 

qui valores cum praecedentibus conveniunt. Hinc intelligitur, quo- 
modo saepe duae aequationes simul facilius per series evolvuntur , 
quam si alteram scorsim tractare velimus. 

• • 

Problema 17. 

i $5. Per seriem exprimere valorem quantitatis */, qui satis- 
faciat huic aequationi = fTTFt^i • 

• • * 4 4 

S o 1 u t i o. 

• . . - — • i 

Integratio hujus aequationis suppeditat : 

Yb 1 t/ (a "+■ b yy ) -*-yv b \ — Yi l ty (/’-+- q xx ) -+- x /y] -+- c * 

unde deducimus : 

n Y b 

i //(/’4'F r ) + *M , ^T I •' • 

y '~2yb\ h /. 

n Yb 

a f- axx") — xy g^m v'g 

~ 2\~ b \ * ) 

constantes h et k ita capiendo, ut sit hkzzif. Hinc discimus» 
si x sumatur evanescens, fore 

n Y b n Vb 

l /yf-+- xyg\mr g * a /}//— X\/g" mVs 


y — 


> b \ 


h 


■) 


7 


seu 


n V b n Y b 

1 r fV k\mV& /V h mv «li 

V ~ M 1 L\FV _ \k J 


nY b nY b 

nx ry-fk mVg (y 

+ J* • 
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vel posito yzzA-f-Bar, erit B zz Ha ut constans 

B definiatur ex constante 


« Y b • n V b 



et Yiaissim 


nV b 

/ 1 f k\my g . 

( -Tj) zz A y b -f- / (a 4- b A A), atque 

w Vb 

U — “** A Y b 4- / (« 4- & A A). 


Nunc ad seriem inveniendam, aequatio proposita, sumtis quadratis 

m m (f -f- gxx ) 3 */* zz nn (a byy ) Da a , 

denuo differentietur , capto d x constante , ut facta divisione per 
2 dy prodeat : 

m md d y (f g x x) m m g x d x d y — nnbydx 8 zz 0. 
Jam pro y fingatur series : 

y zz A + Br+Ca J -f D x 3 + E x 1 ' + f z 5 + etc. 


qua substituta habebitur 

2mm/“C 4- 6 mm /Dx 4- 1 2mmfEx* 4- 2 0mm/Tx 3 - 4 - etc/ 

4- 2mmgC -4- 6 mmgJ) 4- etc.( 

mmgb B < 4 - 2mmgC 4 - 3mmgD 4 - etc.( 

— nnb A — wi& B — nnb C — n/ 2 & D — . etc. 


ZZ 0. 


Cum ergo A et B dentur, reliquae litterae ita determinantur : 


C zz 


nnb 


a m m/ 


-,A: 


nnb 

— mmg 

* a . 

3 m m/ 

nui 

— gmmg 

f 

6 mmf 

nnb ■ 

— aSmmg 

— 4 . 

•j m m/ 


6.6 mmf 
b — 36 mm g 


. 6 m m/ 


f G; 


lic que series pro y erit cognita. 
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Exemplum i 


m 


o 


186. Functionem transcendentem c Arc - fi,n,je per seriem secun- 
iiitm potestates ipsius x progredientem exprimere. 

Ponatur y zzz c Aro - s,a * , *srit iyzz it - Arc. em. se et zz 
y hinc 3^ a (1 — yy^x* (J c 'f * «t differenti ando 

ddy (1 — xx) • — x3.rdy — (^c) 3 ZZ 0. Observetur jm»> 

posito x evanescente, fore yzzc*zz 1 -f- x <1 c; hinc fingatur series 
y zz i -f- xlc -f- Ax 2 Ba? 3 -j-> Ca: 4 -f- H“ etc. qua. substi- 

tuta habebitur : 

1.2A+2. 3 Bx+ 3 . 4 Cx + 4 . 5 ,Dx 3 + 5.6 

— 1. 2 A ’ — 2. 3 B — 3 . 4 C 

>-ie ■ Z 2 A 4 3 B 4 -C ^ = °- 


— ( /c )* — (/c ) 3 - A (/c ) 3 — B C /c ) 1 — C (/c) 

. » e • 

Unde reliqui eoefficientes ita definiuntur : 


h 


_ a r . 


A m - 




, I . 


B — 


1. 3 


3. 3 


1 1 


C — A • •• T) — »d"<f c >! B- . r ' 

, •. c — *r 4 A, 4 5 + .. .. 

Fz: j 4^D; etc. ‘ * 


6. 7 


— . 1 ' 


. j)it brevitatis gratia io ZZ Y* -eritqne ‘ 4 c , 

c Arc. 8 in.*-— j + ya; + O X* H- * #3 3 ;* 

1 I» !* - , 1 . 3.3 1 . 3 . 3.4 


7(1 + 77 ) (9 + 77 ) ^,5 , 77 (4 +7 7 ) (»6 + 77 ) ^6 ^ ctc> 


i* •> 


». a. 3.4.5 




». a. 3.4* S »8 - * . t- 1 

.j . - r ■' » 1 M 


Exemplum 12 . 


r..‘ : •* 


i #<. | # * Jj i*» 


s J f 


18 7. Posito « nisin. invenire seriem isecioidum patestabes 
ipsius xi progredientem, quae sinum anguli exprimat. 

' Ponatur y zz sin. nQ, ac notebr evanescente Cp, fieri .rrzCp 
et y — « (f) — n X } hoe est y ZZ f) rh n x t quod est aenei quaesi- 
tae initium, i Aut^m esi | c ■ 

14 


106 
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<k 


— w-™v ct «30— v$il 9 fr Er s® 

dy n3x 

/(« — yy) V 6 — * *) » 

et sumtis quadratis 

(i — yy): hinc 

93y (1 — ocx') — xdxdy -f~ nnyBx* ” 0. 

Quare fingatur haec series 

y = nx + Ax 3 + Bx 5 -f- Cx r -f- Dx 9 -f- etc. 
qua substituta habebitur : 

2.3 A x -f- 4. 5 B x 3 -f- 6. 7 C x s *-j- 8. 9 D x r } 

— 2. 3 A — 4. 6 B — 6. 7 C 4 f 

— n — 3 A — 5 B — 7C CC Y' 

-f“ w3 “f“ n n A -f- n n B -f- nnC ) 

Unde hae determinationes colliguntur : 

A = ~ W -C nn ~ , i ) ; B ~ ~C nn ~9) A ; C — — C- nn - 3 ^ j- -tc 

a. 3 » 4.3 » ^ fi. 7 » eiC * 

ita ut sit : 

«y w < ™— ') ^3 g{nn— Q(«w— 9 ) _ 5 nfnn— .)(nn— 9 )fn«— , 5 ) 

” ,.a.3 * x.a.3.4.5~ X X + etC - 

sive - * 

tw./iQ — nsin.tp— sin. ^3 + 9 ) 8 in- <j)5_ ete . 

S c h o 1 i o n. 

18 8. Quia haec series tantum casibus, quibus n est numerus 
impar, abrumpitur, pro paribus notandum est, seriem commode ex- 
primi posse per productum ex sin. 0 in aliam senem , secundum 
cosinus ipsius ‘potestates progredientem. Ad quam inveniendam 
ponamus cos. 0 ZZZ u, fitque sin. n 0 ~ z sin. 0 — 3 }/ (1 — . uit) 

unde ob B 0 — — } e rit differentiando 

' ?T <-uu) —dz/a — uu) — 7 0 --_: uu y seu 

n B u cos. n 0 “ d z (i •— u u) — z u d u, 
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_ i ^ , . nn9u 9 «n. n <t 

quae, sumto constante, denuo differentiata dat: — ■ ■ ^ — u u )~ ’ 

= 3^3(1 - uu)> 3 u3m3s — zdu zz — nnzdu t ob 7 ( 7 ^ tt ) — z * 
Quocirca series quaesita pro z zzz ex hac aequatione erui 

debet 

ddz (( — uu) — 3 ududz — zbix -f- nnz^u* zz: 0 , 

t 

ubi notandum est, quia u ZZ cos. 0 evanescente u, quo casu sit 
(P — 0 0° , fore vel zzzz 0 % si » numerus par, vel z zz 1 , si 
n zzz 4 a -j- I; vel 2 — — i, si n: z 4a — 1. Qui singuli casus 
seorsim sunt evolvendi : et quo principium cujusque seriei pateat , 
sit (p~9 0° — oi, et evanescente u), fit u zzz cos. (J)zz:<i); sin.Cj)zz:i; 
sin. n<P — sin. <90. n — nu) = *. “ 

■ ■i. . i, Z. 

Nunc pro casibus singulis: 

I. si n zzz 4 a: fit z” — sim nv zzz — au \ 

> . ■> :><;rq»- , ' r > 4 ' j. 

II. si n zz: 4 a + i : fit z zzz cos. nu zz: 4 

III. si n zz: 4 a -f- 2; fit z zz sin. nui zz: -f- nu 

IV. si n zz: 4 a -f- 3; fit zz: — cos. nu — 1 

, ; x - •, ^ f, y \ r,\ 

unde series jam satis notae deducuntur. 


'f 


. C- 


r . • « , < : 
> ■’ 1 


’ r» r 
• \ 

•< 

• - • ■ : i 


y 
f 




. * i 

t: 


: Aj ; 

X . . i u ■ : • * t 


• i 


• • 
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CAPUT IV. " 

» •. •! 

DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM LOGARITHMICA- 
RUM ET EXPONENTIALIUM* . 


Problema 


ta. 


j.’c ufjp 

i? • f I $ f / 

* Hygrjitj iLiO .i — £ i '■ . i>,- t ' — ' ■ t • - * 

. isnoi '-UyZn:i!"> mu, • • • 

iCr /T' n * a t ' ~ ^ A [’ r ' -- M Jii <X n - ■- • "> ‘ . 

Oi X designet functionem algebraicam ipsiua x, invenire integrate 

formulae X d x l x+ 

* S* o I u f i o* * 

QdaerffTOr integrafe /X <^r, quod sit Z, et cum quantitati* 

Z l x differentiaje sit = 3 Zlx -j- — erit Z Ix ~ fdZlx i 

. 4in 4- ^ V» n:« Z. -; <•) jl -f- a . * 

ideoque 


u ,ti i 

i A/M 40 J 


ir 


fdZlx=:fXdxlx=:Zlx — f 


Zdx 


Sicque integratio formulae propositae reducta est ad integrationem 
hujus — — - , quae, si Z fuerit functio algebraica ipsius x non ampliu* 
logarithmum involvit, ideoque per praecedentes regulas tractari po- 
terit. Sin autem f X frit ' ~ exfi ibe ri nequeat, hinc nihil 

subsidii nascitur, expedietque indicatione integralis yX 3 x Ix acquies- 
cere, ejusque valorem per approximationem investigare. 

Nisi forte sit X — ^ , quo casu manifestu dat j — * Ix zzz 
i 0 *"jr~ C. 

Coroltarium ♦ . 

19 0. Eodem modo, si denotante V functionem quamcunque 
ipsius x, proposita sit formula XdxlY t erit existente /X 3 x ~ Z % 

ejus integrale “ Z / V — J > sicque ad formulam algebraicam 

reducitur, si modo Z. algebraice detur». 

«■ » 


r 
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Corollarium- 2. 


tOf 


• d x 

i 9 1 • Pro casu singulari — l x notare licet, si posito Ix ~ u t 

** 

fuerit U functio quaecunque algebraica ipsius u, integrationem hujus 
formulae non fore difficilem, quia ob abit in U^m, 

cujus integratio ad praecedentia capita refertur*. 

Sc h o 1 1 6 n. 

19 2. Haec reductio innititur isti fundamento, quod cum sit 
d.xyzyd c +T()’/, hinc vicissim fiat xtfzfydx +fxdy> ideoque f \p)x ~ 
xy-fidy , ita ut hoc modo in genere integratio formulae ydx ad integra- 
tionem formulae xfiy reducatur. Quod si ergo, proposita quacunque 
formula V 5 r, functio V in duos factores, puta VrPQ, resolvi queat, ita 
ut integrale fPdx~S assignari queat, ob Pd.r”3S, erit Ydx~ 
PQdx — QdS, hineque /Yd x ~ QS — - /SdQ Hujusmodi reductio 
. insignem usum< atrert, cuni formula fSdQ simplicior fuerit quam- 
proposita /Ydx , eaque insuper simili, modo > ad simpliciorem reduci 
queat. Interdum etiam commode evenit , ut hac methodo tandem 
ad formulam propositae similem perveniatur , quo casu integratio 
pariter obtinetur. Veluti si ulteriori reductione inveniremus /*S^Q:Z 

T -f- n/Ydx, foret utique fVdx -rzr Q5 T — - n/Vdx, ttineque 

JY dx — - J . Tum igitur tabs reductio krsignem praestat usura, 
cum vel ad formulam simpliciorem,, vel ad eandem perducit. Atque 
ex boc principio praecipuos casus, quibus formula X^xlx vel inte- 
grationem admittit , vel per seriem commode exhiberi potest, evol- 
vamus. 

Exemplum 1. 

£93. Formulae differentialis x n d x Ix . integrale invenire 
denotante n munerum quemcunque . 

Cum cit fx n dxz z: — ar n "*' crifc 

J n-+- « * ’ 

J'x n d x l x ~ / x. — f d - 1 x f 
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— — — a n “^‘ / X fx n 3 x zz — - — x"^ 1 l X — , — r*— ri 

n+i n-J-i*' u n-T-« (*+») * 

ideoque 

/x- a x /x = ^ *«+' <v* - ^). 

Sicquc haec formula absolute est integrabilis. 


Corollarium i. 




19 4. Casus simpliciores, quibus n est numerus integer sire 
positivus sive negativus, tenuisse juvabit: 


f d x l x zz x l x — x ; 


r*Z lx = _L lx _L ; 

J XX X X 


» , , /<() . 1 . 1 

fxoxlxZLkxxlx — {x x: / — r / x zz — — l x ; 

J 2 4 3 x* 2xx 4xx* 

~() oc 1 1 

f x 3 dxlx zz i x 3 l x — £ x 3 ; f — t l x zz Ix — 

' 3 9 J x 4 3x 3 9 x 3 


3 x 


f X 3 dx/x “ ix^/x — -jl*; f —T l X — - — t /x — — — 1 » 

4 16 ^ x s Ax 4 16 x* 

n 


r .1 
— r 


Corollarium 2. 

•“ *> ^ 

19 5. Casum y ^ / x zz | (/ x) 2 , qui est omnino singularis, 

jam supra annotavimus, sequitur vero etiam ex reductione ad ean- 
dem formulam. Namque per superiorem reductionem habemus 


/ X zz / x./x — f l X . ^ / x _ (/ x)" — / i 


dx 



hi neque 


2 f~lxzz(l x) 2 , consequenter f~ l x zz\^l x) 3 . 


3* 


Exemplum 2. 

a* 


19 6. Formulae r ^Wx intcgralc per seriem exprimere. 
Reductione ante adhibita parum lucramur, prodit enim ; 

/— ■ — Ix ZZ /— . Ix — -f— - - 

J t — ac i — x J x i — x 
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Cura autem sit 

f 


* -L- * -t- etc. erit 

/ir 1 = x “+■ i x * ■+* $ x * “+* ii x ' 4 i 4- etc * 


* == a? I a? -4- J » -4- 1 * 4- 

3x » i __ i . __a i . „3 i * „4 . v • „5 


Hi y,.' ii.J £[.,y 


Weoqw* „J,. , i 

f / xzz l — — . /x — x — I x* — Ii 1 — ~ x* — ^ x s — etc. 
quod integrale evanescit casu a; “ 0 , etsi enim l x tum in infini* 
tum abit, tamen / rz x -t-i x* “4“ 1 x 3 -+-etc. ita evanescit, ut 
etiam si per / x multiplicetur, in nihilum abeat, f est enim in genere 
x n lx zz 0 posita xzz 0, dum ri numerus positivus. f - 

’■ • ■ ' V f “ . ' r j\ l 0 't , r e ^ 1 

Corollarium i. 

* -4 ! 

197. Si ponamus 1— -irzzn, fit Ji. j.>; v ti au,? innat stipjj 


1 — * y J- ' » *— »* 


d u 


_ d u 


ideoque 


.•»/ :•>» ->ftid o ' v 


/-^ /*= C + U -)-««* + j U? -I- £ 

J l ~ x t;. . c *rr / y 


■- { " * — ■ ii"* 1 | etc* 


r ♦ 


35 


quae, nt etiam casu r:0 seu u:l, evanescat, capi debet 
c = - 1 — i - } — f, — , 4 — e tc . = — } tnt. i - - 


| ' Vli' 1 , 

\ • I' ' ' 

i 98. Sumto ergo 1 — x~u seu a: 4 - “ - 1 » aequales erunt 


Corollarium 2. s 


inter se hae expressiones': , 

— I x . Iu — x — \x 2 — £ a? 3 — ^ a: 4 etc 

z — i ** “+- » ~h i u * - 4 - $ « 3 -f- etc * f 

seu erit 


2 1 .. 1 w 3 cic r. 

i *\ 

1 7r 2 — - Ix .Iwz. a?«4~ u 

u 4 )-d-etc. 

J:; f .. ii i.i i 1 


Ul.’/ 

Corollarium 3. 


•- , V : • >.)' y ■■■A' -<tf. 1 ; , 

19 9. Haec series maxime convergit, ponendo arzuz|: hoc 

oL»iu 0 . )':i uri 


ergo casu habebimus 


tftfP .CAP*JT I % 

ITT — (/ 2) 3 == 1 -f- ^ ^ -4- -f- ^ + 3a f 3 S \ &C 

Hujus ergo seriei • ' » ’ ! 

x -f- | x* -4- § x 3 -4- ^ x 4 -f- x & -f- etc. 
summa habetur non 


-\sh 


solum casu x~ i , quo est n sed edam 

•_ »i !;»*■ 1/rovS — 1 . 

n — tt — \ 2) . 



casu x ~ quo est 

3 ,jl_ luno iisoners afatjrafaii 

Corollariium 4 . \ intnb ) ,tid . * 

2,0 0. Si ponamus x “ t, ct w: g, erit hujus seriei 

5 9 17. 33 65 * ■ 

1 -4- — 1 r — 1 — r 4 1 ~z etc. 

* 3 .4 3 3 .9 * 3 4 .1 0 3 5 .25 \; 3 6 .36 

.1 m i« ! i e ? J o f o ) 

cujus terminus generalis ~ — ri - , summa ~ £ 7T 2 — / 3. /|: neque 

▼ero hinc seriei # -*}- £ :r z -4- $ .r 0 -f- ~ r 4 -f- etc. b.nos .casus x Z i 

et x~* seorsim summare licet. ' J : 1 « 

.ai? -f* . *4“i'' \ " ' -*•“ J? -i '3 t? **•. V 

Exemplum 3. 

c.r.n .'ii • I _vi j .» o r ivr» 'iii/iib Jir t •» 

20 1. Formulae x intcgrale invenire 9 idemque in 


\ 


x ) 

seriem convertere. 

Cum sit f - r ~, ent 

.vw f JiiLA i .v. — 1 ; - / v 8* 


■ - 1 , | . 1 fit / ?« 7 T ^ 

X (' * * •*’ ' X ( l *) J — * 

'* w 0 *« Ia •# I 

unde colligimus intcgrale 


/ d x 
(«-*. 


-r 


/a: 


6 ; ■ ■ — 3 

3 -ii -/-Ii, 

J — JC I — * i — X 1 — X ' 


XI 




ita sumtum, ut evanescat posito x n 0. 

Jam pro serie commodissime invenienda, statuatur i — xZ u, 
et nostra formula fit 

z=i -“/(1 — -u)~ — (u-f i u 3 -h i u A -t- iit 5 -i- etc.) 

Quocirca integrando nanciscimur: t 
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dx 


u u u 


IIS 


/ V-* . _ . , , U u u u U ~ 

— / X , ..... C - 1 / ll ' | — f- f— - I »f /• 

(I—*)’ i. 2 2.3 3.4 4.5 ^ 

quae expressio ut etiam evanescat, facto x zz 0 seu u zzz i t opor- 
tet. sit : 

C = 


I 

«.a 


t • «i' * . 

a.3 34 4-5 etC * 

• , . r 


s > 


Quare ob x — 1 — u, obtinebimus : 

“ «* - u’ U 4 /' ' ; 

u + u + u + ii ■ — 1 r ,u ^ — u — -*- la 

. ... 

Corollarium 1. 

202. Simili modo &i dy in , erit 

9 -uVu i — u ’ 

at posho uz:a:r, fit 

J f.=-tyV s = 4 /T=h = 2, r-l- Ergo 

At quia per seriem 

— 77^ (u -{•- 1 uw i u 8 -f- J /4* etc.) i 

erit etiam 

»=+2/“+ri “ + r( “ , /«+r,“Vi‘+‘>'' 


H^r» 


Corollarium 2. 


X 






203. Si ergo multiplicemus per adipiscimur: 

uu u 8 u 4 u 5 / 1-4 t/k 

quae, summa est etiam 

H(H-/u)/(l4-/lt)4-(l ^U) /(1 j/uj.- 

Quare sumto «ut, ob (1 — j/k) /(1 — /«) — o, erit 

4 ^; J 3^3-7^^±^^rn-+-etc. = 2/2. : 

15 
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P r o b 1 e ra a . 19 . \ 

•* •" * 

20 4. Si P denotet functionem ipsius x , inyenire integrale- 
hujus formulae dy — dP (Jx) n . 

Solutio.. 

« 

Per reductionem supra monstratam fit 


y = P (/*>" -/P d • (/*>“ = P </*)*— n/— 1 


Hinc si sit — erit simili modo 

ftp (/a:)"— = Q (/*)“-' — (« — 1) /*!* (/x)”— a . 

Quo modo si ulterius progredimur, haecque integralia capere liceat 
/L|£ — Q; = R; = S; = T; etc. 

obtinebimus integrale quaesitum : 

/d P (/#)* zz P (/*)" — nQ (/a:)"— * 4- n (n — 1 ) R (/x) B — • 
— n (n — 1) (n — 2) S (/a?) n - 3 -|- etc. 

ac si exponens n fuerit numerus integer positivus, integrale forma 
finita exprimetur. 

Exemplum !. 

20 5 . Formulae x m dx (Jx)* integrale assignare. 


x 


m-f-« 


Hic est n zz 2, et P 

.0^3 : v? t ■ -n 1 n m -f- 1 


4 hinc Qzz 




(m -f- 1) 


3 » 


ct R — 


x 


.m-f-i 


: unde colligimus 


(m -f- 1 ) 3 

• /x- 9* (/*)* = **^’(S +7 — *+" 

quod integrale evanescit posito x zz 0, dum sit m-t- i > 0. 

ii ^ — 1 - • 

Corollarium i* 

266 . Hinc posito ar ZZl, fit fx* da? (/a:) 4 — ^^55 • 
praecedentibus autem patet, si formula /x m d xlx ita iniegretur, ut 
evanescat posito 2ZZ 0, tum facto xzzzi t fieri fx m dxlx^L 


Ex 
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CAPUT 17 . Ii 6 

• * 

Corollarium 2. 

20 7 . At si sit mzz — 1, ut habeatur erit ejus in- 

tegrate J 9 - (/x) 2 zzz|(/x) 3 , qui solus casus ex formula generali est 
excipiendus. . 

* . ' . Exemplum' 2 . 

t * *' ‘ « x 

\ - - * / • • ‘ ’ S 

20 8. Formulae x" 1- 1 dx (lx ) 3 integrale assignare , 

x m ' x m X m 

Hic est et P zz - , hinc Q zz: — , ; R — 5 et 

m m m 

x m •' * _ 

S ZZ — t : unde integrale quaesitum fit 
m* 

, L ,(^) 3 3(/x) 2 , 3 . 2 /x 3 . 2 . i x# 

/ *— a x (/x) 3 = x« c— -- -+- —i ^ r- ) • 


mr - 


quod integrale evanescit, posito x — 0, dum sit m > 0. 


, Corollarium 1. 

». - 20 9. Quod si integrati ito sumto, ut evanescat posito xzzO, 

tum ponatur x zz i , erit : . ; * 

1 i 2 1.2 

/V» - *dxzz— ; fx m -'dxlx~— — ; /x TO -‘dx(/x) Z-+-— 3 ; et 
J m rn. m 

_ , 1 . 2.3 . ., 

- /x^dxC/x ) 3 zz — 

J mr * • 

• « • 1 » *' 

Corollarium 2. * • 1 

* • * • . . I % , • 

210. Casu autem m zz: 0, erit integrale / 

/^(/x) 3 = J 

quod ita determinari nequit, ut evanescat posito x ZZ 0; oporteret 
enim constantem infinitam adjici. Hoc autem integrale evanescit 
posito x zz: 1. t •* * • * 4 
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CAPUT ’ 4Vv 
ixemplum 3. 


911« Formulae x m ~~' dx (/a?) n integrale assignare . 

/p ^ 

Cum hic sit P zz — ; erit Or:— R zz — € ; S — — v, ctc» 

m m m m 

Hinc integrale quaesitum prodit 

. _ t ^ ,, w ((Jxf n (?xy n ~*‘ l , n (n — 1) (lx ) n ~‘ * 

/a?" 1 -* da? (/x) n zz: a: w ( — * i ~ 

\ m “ 


m 




r « (n — i) (n — 2) (7.r) n 3 


m’ 


-b 


etc.^ . 


Casu autem m zz 0, est (Jx) n zz (/a?)’ 1 "*" 1 * 

• • • 

»- Corollarium i. 

« • " ( • i 

2 12. Si m > 0 integrale assignatum evanescit, posito, x ZZ 0 c 
deinceps ergo si 6umatur x zz 1 , erit integrale 

_ _ , 1. 2. 3 n 

fx m 1 d x (/a?) n zz «£ ~ » 

ubi signum -f- va’et, si n sit numerus par, inferius vero — * si 7* 
impar. 


Corollarium 2. 


213. Haec ergo ambiguitas tollitur, si loco Ix scribatur 
— / ; tum enim integratione eodem modo instituta , positoque 

x zz 1, fiet 


/a"»-' d x (/ ‘ ) n zz 


1. 2. 3 


n; 


m' 


n-4-* 


S c h o 1 i o n. 

214. Si exponens n sit numerus fractus, intrgale inventui» 
per* seriem infinitam exprimitur, veluti si sit n ~ — 4, reperitur 
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CAPUT Vf . 


y f x m ~ l r)x ^ f 1 

. —yix \^yix 


I 


■4- 


m 

1. 3 


2 m 2 (/ x) a 
i. 3. 5 

-f- etc 


8 m 4 ( lx$ 


•> 


4 m 3 (/x> 


i 


quae etiam, quatentis initio x ab 0 ad i crescere sumitur , hoc 
modo repraesentari potest : 

/ x n ~' dx x m /i i 1. 3 

r/ / 1 i / / 1 \m 2 //i 2 /x 4 m 3 


1. 3. 5 




etc.^. 


8 m 4 (/x) 3 

Si exponens n sit negatirus, etsi integer, tamen integrale inventum 
in infinitum progreditur: verum hoc casu alia ratione integrationem 
instituere licet, qua tandem reducitur ad hujusmodi formulam J -yj~ r 
cujus integratio nullo modo simplicior reddi potest. Hanc ergo 
reductionem sequenti problemate doceamus. 


Problema 20. 

2i5. Integrationem hujus formulae dyzn 
formulas simpliciores reducere. 

Solutio. 


X 3 : 

0 far)" 


continuo ad 


<)x 


Formula proposita ita repraesentetur dyzzXx- ~ — - 7 — > 

x (/x) n 


cum sit 


f^x • — 1 

/ : — _ nr , erit 

>/ x (/x) tt (n — i ) (/x)' 1 1 

t— — i r i 

^ ~ — i) J (Tx / 1 — 1 * 


9 (Xx)v 
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'caput nr. 


£uare s ; ponamus continuo 

d . (Xx) — P^ o?; d . (P#) zr Qd*; 3 (Q#) z= Rda? etc. 
erit hanc reductionem continuando : 

— Xx Px 

y= 


(n — 1) ( lx) n 1 (n — 1 ) (/» — 2) {lx) n ~ 

Ox 


etc. 


(« — 1 ) (/z 2 ) (n 3 ) (/#)*“ 3 

donec tandem perveniatur ad hanc integralem 

i » r \ dx 

(« — i) (n — a) ... i J lx * 

ita ut quoties n fuerit numerus integer positivus, integratio tandem 
ad hujusmodi formulam perducatur. 


Exemplum i. 


216. Formulae differentiatis 'dy :rz 


x -* * d x 


i 


(i*y 


integrati itir 


vestigare . 

Hic est w zz: 2 et X — a: m— *, unde fit P zzz m x m ~ x t hineque 
integrale 

/ x m ~~' dx x m m P x m ~~' dx 

(lx) 2 lx 1 J lx * - . . 

* > 

1 ^ 7* 

At formulae - integrale exhiberi nequit , nisi casu m zz 6, 

lx 

quo fit y -j-^zzzllx. Verum si mzzO, formulae propositae inte- 
gratio ne hinc quidem pendet: fit enim absolute y zzz — 

n; + c - • • •• ■ - • 


Exemplum 2. 


217. Formulae differentiatis 3yzzz 


1 1 dx 


(l x) T 


integrale inve - 


stigare, casibus , quibus n est numerus integer positivus. 


Digitized by Google 


CAPUT IV. 


H9 


Cum sit X n x m erit P zz — >n j*" 1 , tum vero 

Q zz ~ wi a a. -7n—I ; R zz m 3 x m “*; S zz m* x m ~ t ‘ etc. Quare 
integrale hinc ita formabitur, ut sit 


,=/ 


x 1 


1 3 x 


X 


m 


m x m 


(lx) n ’ ( n — 1) (lx) n 1 (n — 1) ( n — 2) (/x ) n ~~ * 

— etc. 


m 2 x m 


(n — 1) (n — 2) (n 




m 


n — i 


3 ) (/ x ) 7 *— 3 
x 7n— 1 5 r 


— 1) (n — 2) . . . 
Corollarium. 


t / : 


/x 


218. Pro n ergo successive numeros i, 2, 3, 4, etc. sub- 
stituendo, habebimus istas reductiones: 


/ x m ~~ 1 3x — x m m /*x m 1 d x 

(/x) 3 Ix ~ i / 

/ x w— f 3x — x m mx m ( m 3 

: (/x) 3 ~ 2 (/x) 2 2. i /x 277 / 

/ x TO— 1 3x — x m mx m 

(/x) 4 ~ 3(/x) 3 3.2(/x) 


m 3 C x m ~' 3 


x 


/x 

m 2 x TO *~ 3 

-t- 


3.2. 1 /x 


m /*a 

T^Ti/ " 


x w 1 3x 


/x 


S c h o 1 i o n. 


i; 

219. Hae ergo integrationes pendent a formula 

quae posito x m zz z, ob x m ~' 3x zz dz et /x zz - lz. reducitur 
ad hanc simplicissimam formam /j~*» cujus integrale si assignari 
posset, amplissimum usum in Analysi esset allaturum, verum nullis 
adhuc artificiis , neque per legarithmos , neque angulos , exhiberi 
potuit: quomodo autem per seriem exprimi possit, infra ostendemus 
(§. 22 7). Videtur ergo haec formula J l * singularem speciem fune- 
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CAPUT IV. 


tionura transcendentium suppeditare, quae utique accuratiorem evo- 
lutionem meretur. Eadem autem quantitas transcendens in integra- 
tionibus formularum exponentialium frequenter occurrit, quas in hoc 
capite tractare instituimus , propterea quod cum iogarithmicis tam 
arcte cohaerent, ut alterum genus facile in alterum converti possit: 
veluti ipsa formula modo considerata posito Iz ZH x, ut sk 
z nz r* , ct 3znre x d;r, transformatur in hanc exponcntialem 
e x .-~ cujus ergo integratio aeque est abscondita. Formulas igitur 
tractabiles evolvamus et ejusmodi quidem, quae non obvia substitu- 
tione ad formam algebraicam reduci possunt. Veluti si V fuerit 
functio quaccunque ipsius v , sitque v zzz a x , formula V 9 x , ob 
x “ j- et dx~-~ t abit in qua ratione variabilis v est 

Ia v vla r vl a 7 ^ 


a J 


0 x 


algebraica. Hujusmodi ergo formulas ^ ^ ^ 

posito a x zzz t’, nihil habent difficultatis, hinc excludimus. 


quippe quae 


Problema 21, 

22 0. Formulae dfTerentialis a x X^, denotante X functionem 
quamciroque ipsius x, mtegrale investigare. 


Solutio i. 

Cum sit d . a x — a x dxla, erit vicissim f a x ^x zr a x : quare 

si formula proposita in hos factores resolvatur, X.a x dx, habebitur 
per reductionem : 

/«*Xd*rz£« x X - £/«*dX. 

Quodsi ulterius ponamus 3X“P3x, ut sit 
/ a * P — jL/^dP, 

prodibit haec reductio 

/a* XDx - £ «* X — (T ^ a* P + dP- 
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421 


fli porro ponamus 3Pz^QD-r, habebitur haec reductio 

fa*Xdx— -L a *X — -’-,a«P+ ~ a* O - /a'3 Q; 

l a (/a) 2 . (la) 3 (la) iJ ~ 

sicque ulterius ponendo 9Qzz:R9;r, 9Rzz:S9.r, etc. progredi 
licet, donec ad formulam vel integrabileia, vel in suo genere sim- 
plicissimam perveniatur. 

Solutio. 2. 


Alio modo resolutio formulae in factores institui potest; pona- 
tur fXdx — P seu Xda;~dP, et formula ita relata a x . d P, 
habebitur 

fa x Xdx ~ a* P — laf a* P 9 a? ; 
simili modo si ponamus /*P9a?zzzQ, obtinebimus 

f a* X£.r zz; a x P — Ia . a x Q -f- (la) 2 f a* Qdx. 

Ponamus porro /*Q9 a? ~ Rj et consequimur 

f a x X 9 x zz: a x P — . la . a x Q (la) 2 . a* R — (la) 3 fa x Rj) X , 

hocque modo quousque lubuerit progredi licet, donec ad formulam 
vel intcgrabilem vel in suo genere simplicissimam perveniamus. 


Corollarium i. 


221. Priori solutione Semper uti licet, quia functiones P, Q, 
R, etc. per differentiationem functionis X eliciuntur, dum esi 


P — £? . O — — • R — 

1 a*» ^ -r * — 


etc. 


dx> * — dx* — d x' 

Quare si X fuerit functio rationalis integra , tandem ad formulam 
pervenietur f a x dx zz . a x ; ideoque his casibus integrale absolute 
«xhibex*i potest. 


Corollarium 2. 

2 22. Altera solutio locum non invenit, nisi formulae X9a? 
integrale P assignari queat; neque etiam eam continuare licet, nisi 

16 
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CAPUT IV. 


quatenus sequentes ' integrationes /Ydx =Z Q , /Qdx ZZ R, etc. 
succedunt. 


Exemplum 1 . 


223. Formulae a x X M dx integrale definire, denotante n nume- 
rum integrum positivum. 

Cum sit X zzz x n > solutione prima utentes habebimus 

f a x x n dx ~ . a x x n — f a x x n 1 dx; 

hinc ponendo pro n successive numeros 0, t, 2, 3, etc., quia 
primo casu integratio constat, sequentia integralia eruemus: 


f a x dx ~ — . a x 

J la 


la 



1 

t 


— . a x x — 

. a* 


l a 

Oaf 


i . 

• 2 

7. 1 

— . a* x — 

5 a*j-f 


l a 

a) 

(/a) 3 

1 , 

3 9 . 

3. 2 

— . a x x 3 — 

* a x x -\- 


ia 

(/a/ ^ 



3.2 i 


etc. i » 

unde in genere pro quovis exponente n concludimus 

nx n * n (n — t ) x n ~ 


J a* x n dx 


/x n 
zz :«*[- — 

v« 


(/a) a (/ 

n (n — 1 ) (n — 2 ) .r n 3 


-f- etc 


> 


ad quam expressionem insuper constantem arbitrariam adjici opor- 
tet, ut integrale completum obtineatur. 


Corollarium. 


224. Si integrale ita determinari debeat, ut evanescat posito 
* zz: 0, erit 
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fa x dx — ~ . a * — ~ 
la la 

f a* xdx —a 1 (— „) -(- 

J ‘ /n ( /a)* ' 




1 


(/a)' 

2 x 


f ci x x 3 3 x — a x ( — . l— 

J V a (laf^ 


(/a)* 

2. i 


) _ i- j. 


(/a) 3> 

„ „ ,, „ JX a 3 x*. 3. 2x 3. 2. 1. 

fa x x 5 dx =za*C s -4 v -f- 

Va <7«) (/a) 3 (la)* ' 


(la) 

etc. 


3.2.1 

(7a) 4 


Exemplum 2. 


a* ^ jj 

22 5. Formulae — integra/e investigare , $z quidem n 


x' 


denotet numerum integrum positivum. 


i 


Hic commode altera solutione utemur, ubi cum sit X nz — , 

x* 


erit P “ 


— 1 


(n — i) x 


; hineque resultat ista reductio 

/ a x dx — a x l a C a x d x 

x n (u — \)x n 1 * n — 1 J x n 1 
Perspicuum* 1 igitur est, posito nzi i 1 hinc nihil concludi posse; qui 

f a x dx 

est ipse casus supra memoratus / , singularem speciem trans- 

‘••'i*. . ' ' x .» # * • \ 

cendentiunr functionum complectens, qua admissa integralia^ sequen- 
tium casuum exhibere poterimus: ( 

r a x dx , a x , . f la C a x 7)x 

J 'x* “ ~~ Tx^~ 7 J • x 

F a x d x a x . ♦ >a x h i - 1 '■ (/ «)* r a x dx 

J x 3 * ' 2 x 3 2 . 1 x 2.1 J x • 

Ca x ~dx o x \ a*la a x </«) 3 (/*a) 3 Fa x dx 

J . 3x 3 3.2x* ~ 3.2. Ix "** aTimJ X - 

unde in genere colligimus 


«• 


x 


124 


CAPUT 1Y. 


/ 


a*dx 




a* 


a x f a 


{n — 1 ) a n 1 
rt* ( / a)* 


(/i — i) {n 


2)x n ~ 

o*(/a) n * 


“f 


(« — J ) (rt — . 2 ) (n - 3) a;* 1 3 (/i- 1 ) .... 1 a: 

C la • fa x ^x 

(n — l) (/i — 2) ... . .1 / ar 

Corollarium i. 

fa*!}x 

22 6. Admissa ergo quantitate transcendente J — — — , nane 

formulam a* integrare poterimus , sive exponens wr fuerit 

numerus integer positivus , sive negativus. Illis quidem casibus in- 
tegratio ab ista nova quantitate transcendente non pendet. 

Corollarium 2. 

227. At ar m fuerit fractus numerus, neutra solutio negotium 
conficit, sed utraque seriem infinitam pro integrali exhibet, Veluti 
ai sit m — — £ , habebimus ex priore 

/ a x d x x / 1 i f . 3 

y x a \Ia 2 x (/ af 4 x J (/ a)* 

i. 3. 5 


8 x 6 (/a) 4 


etc.^ : y 


x + C 


cz posteriore autem; 

/ a x d x a x (2 x 4 x* l a 8 x 5 (I a)* 

— c + 1 TT+ t.a.r 

16 x* (/a) 3 \ 

— f- etc. J . 

i. 3. 6. 7 / 

♦ 

Scholion I. 

228. Hitje quantitas transcendens J per seriem expri- 

»i potest secundum potestates ipsius x progredientem. Cum cjmb» 
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,=, + «. + i# + £f 

/~ 




_ xla . a? (Idf 

__ c — t— /.r — | -4~ - 

-r- T” i r l. 2. 2 
-f- etc. 


“h 


* (/«) 4 


i. 2. 3. 4. 4 


etc. erit 

a:* (/a)* 
1. 2. 3. S 


Ac si pro a sumamus numerum , cujus Iogarithmus hyperboficus 
«st unitas, quem numerum littera e indicemus, habebimus 


f 


! dx x 1 x 1 

“Cn-te-t — i — 1- - 

x t 2 1.2 3 


x- 


1 

1 .2.3 4 


x 


1.2. 3. 4 


-f- etc. 


Atque hinc etiam ponendo r* ~z r ut sit x“/z, formulam, supra 
memoratam per seriem integrare poterimus, eritque 



C —4- llz -+" 



* 

!• 


(/z)* r (/Z > 3 # 

H J • “f- i . 

1.2 5 1.2.3 * 


(/a)‘ 


1 . 2 . 3. 4 


"4~ *tc,. 


quod mtegrafe si debeat evanescere, sumto z zz 0, constans C fit 
inHnita , unde pro reliquis casibus nibil concludi potest. Idem in* 
commodum locum habet, si evanescens reddamus casu zzZZ 1 , quia 
l/z”/ 0 fit infinitum. Caeterum patet, si integrale sit reale, pTo 
valoribus ipsius z unitate minoribus, ubi Iz est negativus, tum pro 
valoribus unitate majoribus fieri imaginarium, et vieissim. Hinc ergo 
natura hujus functionis transcendentis parum cognoscitur. 


Scholion JP. 

2 2 9. Quando vel integratio non succedit r vel series ante in- 
ventae minus idoneae videntur, hinc quantitatem «* in seriem resol* 
vendo , statim sine aliis subsidiis formulae a x Xdx integrate per 
striem exhiberi potest, erit enim 

f a* X &x “ /Xdx -f- — /Xxdx *-f- - — /Xx* dx 

(la) 3 _ _ * 

— —fXx 3 dx 4- etc- 

i 
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Ita si sit X zn x n , habebitur 

3 ' x*^ , aM* fa 


/gi*x*dx=. C-+-— -- + 


4 - 


.r 


.ti— f-3 


(Ici)* 


n -4- i ' 1 in -+- 2) 1.2 (n -f- 3) 

' x n -+-t 0 «) 3 . .. 

" | - — ■■ ■ ~{ • etc. 


1.2.3 (w •+• 4.) 

ubi notandum, si n fuerit numerus integer negativus, puta n”— -i, 


loco 




.r 


n-f- z 




scribi debere Ix. 


Exemplum 3. 

^ iO«i‘ t * • 

, * » a x dx x. , i 

2 3 0. Formulae integrale per seriem injinitam expri- 

1 x 


mere. 


Per priorem solutionem obtinemus, ob 

vi „ Jp _ 12 n _ aQ _ ; «. 2.3 

fEJ’ dc-o-x/’ —a. c -o-x) 3 ’ 


‘f; 


hineque sequentem seriem : 

#rup { ! —.5 «n'r. -»->f 

a x 3*? , - 3 1 ,)1 


i 


1.2 


1.2.3 


1 — x . \i — x)/a (1 — ;r) 2 (/a) a (i -x y ) < (/a) J (1— x) \la)* CtC '^ 

Aliae series repoliuntur, si vel a x , vel fractio in seriem evol- 

vatur. Commodissima autem videtur, quae 'seriem fingendo eruitur: 
brevitatis gratia pro a sumamus numerum e, ut /c~ 1, ac statua- 
e x 3 x 

tur o y zz: seu 

1 — x ■ 

-% .>» •. i a 3 i 

3 ^ L s * x x 

. . ^ t- (1 — #) — - 1 ■ — x 

dx 1.2 i 2.3 


— etc. “0. 

i. 2. 3. 4 


Jam pro y fingatur haec series 

f' C v / ' i 

e x dx 


V — /'^-^~A+Bx+Cx’+r)x 3 +Ex < -|-F^ s + etc. 
J 1 — X 

critque facta substitutione 
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B -f- 2 C x -f- 3 D *t a — }•- 4 E x 3 -f- 5 F x* -f- etc. 
B — 2 C — 3 D — 4 £ 

' i — i i ‘ L_ i > * 

I 1 ’■ k *” r ~ 7 

* 6 , a4 

«nde eliciuntur istae determinationes : 

• - • B — t 


— 0 : 


Er=»(I 1 

F =^i(* + i+i+i + 5) 

etc. 


• C — J(l + i) 

» = JO -i- 1 -f- i> 

Problema 2 2. 

• . * " • » 

231. Formulae differentiatis ^ integrate investi- 

gare, ac per seriem infinitam exprimere. 

Solutio.*- 

Commodius hoc praestari nequit, quum ut formula exponentia- 
lis X** in seriem infinitam con vertatur, quae est 

n s .r a (/.r) J ii 3 x 3 (/x ) 3 nfrV/.r)* 


x 11 * , — i -f- n x lx -4- 

1.2 ’ 1.2.3 ‘ 1.2.3 4 

qua per multiplicata, et singulis terminis inti gratis, erit: 
f dx ~ Ha?; 

fx d x lx zn x a (— * ) • 

' 2 2 a ' 

f a , -a 3 /C^*^ ) 2 1 X 2 . 1 . 


«te» 


,<7.r) 3 3(/r) 2 3.2/r 


4 a 


3.2 1, 

TT-): 


4 


/Vr 3 d x (lx) 3 ” a: 4 (— 

. ' 4 

\ •» r 2 


5 


-- 6- 


- -<> 


5_1 . ..5 

etc. 

Quare si hae series substituantur, et secundum potestate , ip ins / v 
disponuntur, integrale quaesitum exprimetur per has in aimerabilcj 
series infinitas: 


€ 
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. nx . n jc na, . r * . \ 

yzr/x nx ar=:-4-^(i — ^ e tc.) 

nx 2 Ix . 1 


n*x* 


n 3 .r s 




+ 


fi--? ? + ™ 4- --5 etc.) 

Ut o* ' 4 ^ ' 6 * ' 


/2 a X* 


72 3 .T S 


n*x* 


4 3 6 4 1 6 ; 


.a a 

n x 


1 '2' 3* 

n\r 3 (£r) 9 ,1 nx ^ n x "■ * , »» ,.\ 

+ -TT- < 3 -“ P+Tr --7T-+-p“« tc ) 

n 5 :r i {l:r')' , 1 n* nV n*** n*x* . 

H — — -( 71 -p-H-^r — ,r+ir- {fe ) 


n 3 # 3 


nV 


1.2.3 


etc. 


quod integrale ita est sumtura, ut erane9cat, posito x — 0. 

Corollarium. 

232. Hac ergo lege instituta integratione, si ponatur armi, 
valor integralis fx^dx huic seriei aequatur 
n n % n 3 n 4 n 5 

2 a ^3 3 J 1 5 5 6 6 ^ 

quae ob concinnitatem terminorum omnino est notatu digna. 

S c h o 1 i o n. 

2 3 3. Eodem modo reperitur integrale hujus formulae: 

. . n 2 x\lx ) 2 n 3 x 3 (lx') 3 . 

y ~ /x nx x m dx m fx m dx ( 1 -\-nxlx~\ — ^ ■+* — \ 2 3 ' etC ' 

erit enim singulis terminis integrandis: 

f x m dx zzz 


m 


. / 


_^Mx ( 1 * 

f x n +' ^a: (/a?) m ar w +* ( — - “tts)# 

J v 'm- 4-2 (m-t-2) ' 


2.1 


3)' 


• _(/.*)* 2 Ix , 

7)1 (/X) - * te “ O^TsT* + (m+3)^ 

,,,(/*)* 3(/x)* 3.2/.r 3.2.1 

/**" (, ^ = *** 

# etc. 


a); 
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Quod si ergo integrale ita determinetur, ut evanescat posito xnO, 
tum vero statuatur x ~ 1 , pro hoc casu valor formulae integralis 
J'x nx x m dx exprimetur hac serie satis memorabili: 


i 


n 


m-+ 1 (m-t- 2) 


4- 


ii n 


n 


s 


n 


(/n-«- 3) 


(m +-4)* 5)'* 


etc. 


quae uti manifestum est, locum habere nequit, quoties irt est nu- 
merus integer negativus. 

Alia exempla formularum exponentialium non adjungo , quia 
plerumque integralia nimis inconcinne exprimuntur, methodus autem 
eas tractandi hic sufficienter est exposita. Interim tamen singularem 
attentionem merentur formulae integrationem absolute admittentes , 
quae in hac forma continentur e x Q P -j- P d x) cujus integrale 
manifesto est e* P. Hujusmodi autem casibus difficile est regulas 
tradere integrale inveniendi, et conjecturae plerumque plurimum est 

e x x d x 

tribuendum. Veluti si proponeretur haec formula -3, facile 

C 1 -r 

est suspicari integrale , si datur , talem formam esse habiturum 

e*z „ . e* [dz (1 4- a?) 4~ xzd.r.] 

. Huius ergo differentiate = cum illo 

1 -¥X J ° (1 4-X) a 

comparatura dat 3 3 (i 4" *) 4- xzdx zn xdx , ubi statira patet 
esse j — I, quod nisi per se pateret, ex regulis difficulter cogno- 
sceretur. Quare transeo ad alterum genus formularum transcenden- 
tium jam in Analysin receptarum, quae vel angulos vel sinus, tan- 
gentesve angulorum complectuntur. 


17 
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DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM’ ANGULOS SINUSVE' 
. . . . ANGULORUM IMPLICANTIUM. 

Problema 23. • 

234. 

Proposita formula differentiali X dx Ang. sin. x , ejus integrale in- 
vestigare. 

Solutio. 

Cum sit d . Ang. sin. x ~ V x)* (tantula proposita- ita in 
factores discerpatur: Ang.sin. x<X^x. Si jam X^.r integrationem 
patiatur, sitque /'Xd.rzzP, erit nostrum integrale fXj) v Ang. sin.. r — 
P Ang. sin. x — f ; itaque opus reductum est ad integratio- 

nem formulae algebraicae, pro qua supra praecepta sunt tradita. 

Caeterum si fuerit X — manifestum est integrale fore 

f Ang. sin. .r zrz | (Ang. sin. x)*; quo solo casu quadratum 

anguli in integrale ingreditur-. 

Exemplum i. 

23 5. Hanc formulam dy nz x n dx Ang. sin. x integrare. 


Cum sit P — fx n d x zzz 


x 


n - f-i 


habebimus 


n 


x n -*~ l - i r x n ~*~' , 

w — — - — Ang. sin. x / 

71 — |-r i 71 ■+• i J. V C 1 ' 


n-hi ^ 


X 


y ( i « — x x) 
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Hinc pro variis valoribus ipsius n erunt integralia ope §. 1 2 (X. 
eruta, ut sequentur: 

fdx Ang. sin. x zz x Ang. sin. x -}- y/ (1 —* xx ) — 1; 

/'xdx Ang. sin. x ZZ £ xx. Ang. sin. x J x Y (1— azr) 

— I Ang. ‘sin. x\ i \ 

fx*dx Ang. sin. x zz j x 3 Ang. sin. x -J— 


i .r 


+ - ft , / V „ 

ya: 3 d x Ang. sin. x zz J .r 4 Ang. sin. a; -f- 

1 (l '+• "4 x ) V <* — xx) — i . Ang. sin. a::; 

. ■ * . f- <- . ‘ , > 'j 

quae ita sunt sumta, ut evanescant posito x zz 0. 

Exemplum 2. 


x d x 

:2 3 6. Atonc formulam zz ^ _ ^ Ang. sin. x integrare . 
Cum sit f — )/ ( 1 • — x.x) zz P , erit integrale 

quaesitum y zz C — ^/ ( 1 — xx ). Ang. sin. a; -j- f ? x ! f _~ * sicquc 
habebitur: 


y zz y Ang. sin. a: zz C — |/ (i •— • ara?) Ang. sin x -j- x 


au r 


Exemplum 3. 


2 37. Jlanc formulam . d y zz: 

/ 

/ 

Hic est P zz J 


dx 


(1 — xx) 

a . _ k /\ | - 

ar*aj % 


(1 — xx) 


y (1 — ara?) 


Ang. sin. a; integrare . 


; unde fit 


y - Ang. sin. * - f rJ*-,, scu 


9> = 

Z J 


/ 5 a: a? 

— Ang. tm.x — — Ang. sin. * -t- 1/ (1 —,x 


( 1 — xx) 


x\ 


quod integrale evanescit posito arzz 0. 
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23 8. Simili modo integratur formula dy “ Xdx Ang. co9. t. 
Cum enim sit 3 . Ang. cos. x ~ si ponamus /Xdx — P. 

erit y zn P Ang. cos & f y \ X *— X x\' Q u,n el ‘ am s * proponatur 
formula 3 y ~ X a# Ang. tang. x, quia est 3. Ang. tang. x ZZL 
posito /X3x — P, erit hoc integrale: 

t/ —/X dx Ang. tang. x~V Ang. tang. x — / ~~*~ x . 

Quoties ergo fXJr algebraice dari potest, toties integratio reduci- 
tur ad formulam algcbraicam, sicque negotium confectum est haben- 
dum. Cum igitur in his formulis angulus, cujus sinus, cosinus, vel 
tangens erat ~ x, inessct, consideremus etiam ejusmodi formulas, 
in quas quadratum hujus anguli, altiorve potestas ingreditur. 

Problema 2 4. 

23 9. Denotet (J) angulum, cujus sinus tangensve est fnnetio 
quaedam ipsius x , unde fiat d (J) zzz u & x , propositaque sit haec 
formula d y zzz X 0 x . <Jy* quam integrare oporteat. 

Solutio. 

Sit /Xdx znV, ut habeamus 3t/zz0 n 3P, eritque integran- 
do y — (P n P — 1 P U&X. Jam simili modo sit /? uftx-Q, 

erit 

S(p n — * P udx= $*— * Q — (n — i)/(P n —*Qudx, 
tum posito fQudxzzzR, erit 

/< P n —* Qwd-r z= — a R — (n — 2) 3 Ru3*. 

Hocque modo potestas anguli (J) ccmtmuo deprimitur, donec tandem 
ad formulam ab angulo LP liberam perveniatur: id quod semper eveniet, 
dummodo n sit numerus integer positivus , et haec integralia con- 
tinuo sumere liceat /Xdx — P, f\?udx zz Q, /Qu})x ~ R, etc. 
quae integrationes, si non succedant, fi.* 06 tra integratio suscipitur. 
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4 3 * 


Exemplum. 


2-50. SU (J) angulus cujus sinus zzzx, ut sit d0 ZZZ , 

integrare formulam dy ZZZ <£> : ‘ dx. 

Erit ergo X“ i; Pmx; 

Q =/tT=^3 = — V O — **>; R=f y *l* x£ i =-x 
S —fv^Tx) = / - **>! T = * ««• 


quibus valoribus inventis reperietur: 

t/ zz.y'0 n £x zz: 0 n x -j- rz(£ R * }/ (1 • — arx) — « (n — * i) 0 n — 9 a? 

— M (/ * — 1) (n — 2) Cj) n — 5 / (i — xx> etc. 

Pro variis ergo valoribus exponentis n habebimus: 

j : dx zzz <px -f- / (1 — xx) — 1; 

f dx — 0 2 x -{- 2 (J) |/ ( 1 — xx) — 2. i x; 

f0 3 d =:<J) , x-|- 3 0’yO’“ apa? ) — 3.2<J)x — 3.2.ij/(i — xx)-f-6 

etc. 

integralibus ita determinatis, ut evanescant posito x zzz. 0. 


S c h o I i o n. 


241. Si sit Xdx zzz udx zzz d<P, formulae <£ n d(|) integrale 
est ; similique modo , si fuerit <]> functio quaecunque 

anguli 0, formulae <I)m5x~(X) 94) integratio nihil habet difficulta- 
tis. Multo latius patent formulae sinus , cosinusve angulorum et 
tangentes implicantes, quarum integratio per inversam Analysin am- 
plissimum habet usum; cum praecipue Theoria Astronomiae ad hujus- 
modi formulas sit reducta. Prima autem fundamenta peti debent 
ex calculo differentiati, unde cum sit: 


3. sin. nCjDn: «<)($) cos. d .cos./i0 zzz—n d0 sin. n0; 


3-tang. — -^^,5 3.cetn(J> — 

i — n d (J> c os, n (ft t 

*' , sin.n<p jin./i<p a * 


— »d <P . 

im.n (J>* 1 

> i n 3<p sin, n <P m 

O’ eos. n<p coi.n$ a * 


Digitized by Google 


y • 


M 34 


CAPUT V.. 


nanciscimur has integrationes elementares: 


yd (J) cos. nCP — —sin. n (J); fdCj) sin* riQ^zz — ^-cos.n(J>,; - 
f — — — tang. n Cp; / • i zr: — — cot. n(p> ; 

y d (P cos. n <p 

sin. n (p a 


n s/n. n <p 


/ c) 3>jsj'n. n (p - 
cor. n <p a ’ n 


cos . n $ ’ 


-unde st-atim hujusmodi formularum differentialium integratio 
d(p)(A-4-Bcos.(p>-f-Ccos. 2 (p>-}-Dcos. 3 CP— f— Eeos. 4 (f)-t-etc.) 
consequitur, cum integrale manifesto sit 


A(p)-{-Bsin. (J)-f-|Csin. 2(p-|-JDsin. 3 Cp— j — * Esin. 4 Cj)-i-etc. 

Deinde etiam in subsidium vocari convenit , quae in elementis de 
angulorum compositione traduntur: scilicet , 

sin. a. sin. (3 — £ cos. (a -r- (3) — £ cos. (a -f-p) 3 
cos. a. cos. (3 — | cos. (a — f3) -f- 1 cos. (a — ) — j3) ; 
sin. a. cos. j3 zz \ sin. (a -f- p) 2 s ‘ n - ( a — (3) — | sin. (a -+7 j3) 

• 1 . ' — £ sin. (j3-»-a); 

unde producta plurium sinuum et cosinuum in simplices sinus co- 
sinusve resolvuntur. 1 


Problema 25. 

2 4 2. Formulae $0 sin. 0 n integrale investigare. 

Solutio. 

Repraesentetur in hos factores resoluta sin. Cf)”- — *. 30 sin. 0,‘ 
,ct quia /30 sin. 0 zz: — cos. 0, erit 

/30 sin. 0 n — — sin. 0 n —' cos. 0 -f- (n — 1 )/3 (J) sin. (p)"— a cos. 0\' 
Jiinc ob cos. ( p)~ zz 1 — sin. 0*, habebitur 

/3 (p> sin. Cp> n — — sin. <p n 1 cos. 0 -f- (n i) /30 sin. (p> n — 8 
— (n — 1) /30 sin. 0 n : 

ubi cum postrema formula ipsi propositae sit similis, hinc colligitur 
ista reductio 


f 
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/9 0 sin. 0 n zr — - sin. 0* 1 cos. 0 + - — - fd 0 sin. 0" *, 

* * * 

qua integratio ad ha-nc formulam simpliciorem d 0 sin. 0 n * revo- 

catur. Cum igitur casus simplissimi constent, 

# • 

/<)0 sin. 0° — 0 et /7) 0 sin. 0 zz: — cos. 0, 
hinc via ad continuo majores exponentes n paratur: 


/7)0 sin. 0° 
/<)0 sin. 0 
fd 0 sin. 0" 
/7)0 sin. 0 3 

/7)0 sin. 0 A 

/7)0 sin. 0 5 . 

fd 0 sin. (p 6 . 


— is 
~l s 

— is 

-S s 


0 


1 

2 

| c->s. 0 


0 

— cos. 0 
n. 0 cos. 0 
n. 0 2 cfts. 0 

n. 0 3 cos. 0 — sin. 0 cos. (P -+- ^ 0 
n. 0 3 cos. 0 — ii sin. 0 9 cos. 0 — «§4 cos.0 

v>0 0*7 * 

— £ sin. 0 5 cos. 0 


’ 5 sin 0 3 cos. 0 
sin. 0 cos. 0 


4-6 

r.3.5 

a./j .6 


i -S.fr 
a.46 


etc. 


Corollarium 1. 

243. Quoties n est numerus impar, integrale persolum sinum 
et cosinum exhibetur, at si n est numerus par , integrale insuper 
ipsum augulum involvit, ideoque est functio transcendens. 

Corollarium 2.' 

2 4 4. Casibus ergo quibus n est numerus impar, id imprimis 
notari convenit; etiamsi angulus seu arcus 0 in infinitum crescat, in- 
tegrale tamen nunquam ultra certum limitem excrescere posse, cum 

4 t , 

tamen si n sit numerus par, etiam in infinitum excrescat. 

' 5 c h o 1 i o n. 

245. Simili modo formula c) 0 cos 0 n tractatur, quae in hos' 
factores resoluta cos. 0 a 1 . <}0 cos. 0, praebet, 
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fd 0 cos. Cj) n zzcos: 45 n 1 sin. 0 -|- (n — 1 )y*d 45 cos. (J)’ 1 ‘ sin. 0 a 

Zcos.^^^^iaC^-j-C/i — l)/d0cos.0 n ~~ a — (n — 1 >y^Cj>cos.<J^ m : 

unde fum postrema formula propositae sit similis, colligitur 

» 

fd0 cos. 4> tt zz ~ sin. <j) cos. 45 n ~‘‘ n -~ 1 /d0 cos. (J) 1 ””*. 

Quare cum casibus nzz 0, et nzz 1 integratio sit in promptu, ad 
altiores potestates patet progressio; 

fd0 cos. 0° ~ 0 

fdQcos. 0 zz sin. 45 

/d (j) cos. <£) 2 — l sin. <P cos. 0 | 0 

fd0 cos. Cf> ’ zzz | sin. 0 cos. Cj> 2 —f— | sin. (J> 

fd0 cos. (f)* zz | sin. 45 cos. Q 3 -f- ~ sin. 45 cos. $ -f- 45 

fdQ cos. Cj^ 5 zzz | sin. 4) cos. 0* *4”*$ : f sin. 0 cos. 45**4- ^ sin. $ 

/d 45 cos. 45 6 zz | sin. 45 cos. 45 3 *4~ ;n| s * n * 45 c °s. 45 3 


4 J 

a .4.6 


etc. 


, 35 sin. 45 cos. 45 4-^p$ 


Problema 26. 

246. Formulae d 45 sin. 0™ cos. 45 n integrale invenire. 

Solutio*. 

Quo hoc facilius praestetur, consideremus factum sin45 fl cos.45\ 
quod differentiatum fit jJid(P sin. 45^ 1 cos. 45 V “*“ I — y345 sin. 0^^* 
cos. 45’ *• Jam prout vel in parte priori cos. Cj5 a zzz 1 —-sin. 45 a » 
vel in posteriori sin 45* zz i — cos. 0 2 statuitur, oritur 

vel d. sin. 0^ cos. 45 v zz fxd0 sin. 0 * — 1 cos. 45 V- “ I 

— Cpt 4- v) 3 45 sin. 45 ft “ h ' cos. 0 9 — > 1 , 
vel 3. sin. (JV 4 cos. 0* zz — yd0 sin. 0* 1 cos. 45 ’ — 1 

-f- (jx -f- y) 3 45 sin. 0* 1 cos. 0*+*. 
Hinc igitur duplicem reductionem adipiscimur; 
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I. fd0 sin. (Jy-*’ 1 cos. 0* 1 zn — sin. (Jy cos. (Jy 

-f - ^ /3 0 sin. 0*~' cos. 0'~' 
II. y'd Cj> sin. (J) 14 — 1 cos. (Jy**-’ rz sin. Cj> ** cos. 0 ¥ 

c ° s - $ ¥ ~‘ 

Quare formula proposita f^0 sin. 0 m cos. 0 n successive continuo 
ad simpliciores potestates tam ipsius sin. Cf) quam ipsius cos. (J) 
reducitur, donec alter vel penitus abeat , vel simpliciter adsit, quo 
casu integratio per se patet, cum sit 

fd0 sin. (J) m cos. 0 zzz 4“ sin. (f)* 1- ** 1 et 

, . / . » 

fd0 sin. 0 cos. (J) n Z3 — cos. 

Exemplum. 

2 4 7. Formulae sin. 0 8 cos. 0 7 integrale invenire. 

Per priorem reductionem ob jji zzz 7 et v — 8, impetramua 
/’d(J)sin.<|) 8 cos.Cj) 7 zz*— * ^ sin. 0 7 cos. 0 3 — |- ■^ < /*3Cj)8in.(j5 6 cos.CP ,r » 
istam per posteriorem reductionem tractemus : . • .» 

/B 0 sin. 0 6 cos. 0 7 = £ sin. 0 7 cos. 0 6 ^ /d <J> sin. 0 6 cos. 0 s , 
hoc modo ulterius progrediamur: 

/B0 sin. 0 6 cos. 0 5 z= —~sin. 0 5 cos. 0 6 -h£fd0 sin. Cf> A cos. 0* 

/B0 sin. Cf) A cos. (J) s zz: $ sin. 0 5 cos. Cf> 4 -f $f()0 sin. 0*cos. 

sin. cos. <J) 3 zr — f sin. C£> 3 cos. -+- %fd0 sin. (f) 2 cos. (p 3 

/d(J) sin. cos. (J) 3 ~ % sin. (f) 3 cos. 0 2 -+- $fd0 sin. $ 2cos< 0 

/d0 sin. 0 2 cos. 0 zz — * sin. 0 cos. 0 2 |yc)CPcos,Cj>C-t-| s i n .CPy. 

Ex his colligitur formulae propositae integrale 

18 
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/9(J) sin. (f) 8 cos. Cf> 7 

~ ^ sin.(J) 7 cos.(J) 8 -{- -^ "3 sin.(J) 7 cos.(£> 6 — ^y^sin.(f) 5 cos.(J)* 

_^J.5 sin ^5 COSt <pi '■ 7 6 54 sin. (f) 3 cos. $> 4 

, .• 7 - 6 -^ | s j n . 4)3 C0S> (t )2 «■ 7 - ti. 54 . 3 ^ j ^ cQS 

i 5 .» 3 . 11. 9.7.5 ^ ^ «0.13.11.9.7.53 ^ ^ 

. 1. 7. 6.5-4-3-a . /fv 

-H -r~i ~n sin. (D. 

1 i£. i 3 .ii. 97.53 ' 

S c h o 1 i 0 n. 

2 4 8. Quando autem hujusmodi casus occurunt, scmpcr praestat 
productum sin. (J) m cos. (J) n in sinus vel cosinus angulorum multiplo- 
rum resolvere, quo facto singulae partes facillime integrantur. Cae- 
terum hic brevitatis gratia angulum simpliciter littera (£) indicavi , 
nihiloque res foret generalior, si per aCf) — |— (3 exprimeretur, quemad- 
modum etiam ante haec expressio Ang. sin. x aeque late patet , ac 
si loco x functio quaccunque scriberetur. Contemplemur ergo 
ejusmodi formulas, in quibus sinus cosinusve denominatorem occupant, 
ubi quidem simplicissimae sunt 

T 9 <J> ' tt . ttt 9 $ cos. < p * yy 9 <p sin. <t> . 

■** sin. <£’ cos.cp’ * sin. Q * ' cos.Q * 

quarum integralia imprimis nosse oportet. Pro prima adhibeantur 
hae transformationes 

4± — 1%™$. — — =*JL (posito cos. <t> = X), 

unde fit 

r 4 &— — iii+* = — 11 *±' Mt J. 

Pro secunda 

d± — 81 (posito sin. <b—x) 

ergo 

f ii = 1 1 i±5 = . ; ■ . 

J * I — x 2 1 — sin. <P 

Tertiae et quartae integratio manifesto logarithmis conficitur; quare 
haec integralia probe notasse juvabit 
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n. f& = i 1\±£§ = /$££$ = *•««. <«V|<J», 

ni. /*£t* = » «in. <|> =/s^ =/30> cot. 4> -<> > 

IV - f — — /cos. $=/D<j5tang. <J> 

hincque sequitur III. -f- IV. 

= = * fJ '' v «-• ' 

<Li*na:>jrii lUiiu* ..mr-wv: _ 1- \ I>i< »*» ^ A \ ■■*'* 

Problema^ 27. 


249. Formularum 
stigare. 

- z W »3 Mijiyi? 


jho > cwn — H «•* » . ■ - j '• 

9 0 sin. 0 TO d 0 cos. 0 1 " . 


et 




■ : f ;i i-^dad n^jj 

Solutio. 


o^rx.-T 


integralia inve- 




Primo statim perspicitur, alteram formulam in alteram trans- 
mutari, posito 0 ~ 9 0 ° — 0 , quia tum fit sin. (J) rz: cos. 4 / et 
cos. 0~sin. 0, dummodo notetur fore d0zz:-— 30. Quare 
sufficit, priorem tantum tractasse. Reductio autem .prior {. 246. 
data, sumto /j. + 1 — m et y — i = — w, praebet ^ 

/ 30 sin. 0 m __ 1 sin. 0 m -‘ m— 1 r 30 sin. 0 1 *'-* 

cos. 0 n mr-rrti cos.0* 1 ■ m—nj 


C08. 0* 


quo pacto in numeratore exponens ipsius sin. 0 continuo binario 

* , stisoq t*? “jo d m ..•••■ j .. y* -&*y5 ' 

deprimitur , ita ut tandem perveniatur vel ad .s/ — -~r- vel ad 

.rlni an dari , ailidrr^rlm tiulo * Ws u 4 ' — «/ cos. 0* 

/•acfi sin. <J> 1 J , , y 3<J> 

M “ • 1/1 A A/VIIA (1 AI A • A M l 


im. q) i ; ' /• 30 

— - : ideoque sola formula / : -s— 

cos 0 * («•— 1 ) cos. 0 n r“ I 5 ’ 5 in* * ; ./ cos. 0 * 

tractanda supersit. Altera autem reductio ibidem tradita (24 6 .) 

sumto fx — l nr m ct v — i — n, dat «ie 

/ 30 sin. 0 m __ 1 ' sin. 0 W + 1 '" 0 . n — i*<D >30 sin. 0 *_ 

cos. 0 * a m — n +2 cos.(b«rtr*n« m — n*4-2j 


cos. 0 * a m — n -+-2 cos. 0 *^~‘ ?rr m — rt*+- 2 ,/ t>'"cos. 0 " 
unde colligitur 


i 

-?{>!> 


/K 

'"f 

«• 
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263. Pro reliquis casibus denominatoris totum negotium con- 
ficietur his reductionibus» i ■ ■ \ 

/ 

/ 


30 sin. 0 m sin. 0™+* 

cos. 0* cos. 0 


— 7*1/30 sin. 0 m 


3 0 sin. <P m J* sin. 0*+» m — t /<30 s *m. 0"» 


>s. 0 3 


iin. m — t / ( 

90S. 0* 2 y 


cos ^W 

/ 30 sin. 0 m x sin. 0 m+l __ m — 2 /3 0 sin. 0 m 

cos. 0 4 ~ * cos. 0 3 ; 3 . y COS. 0* 


01 

* ’ / 30 8in:0 m qin. 0”* 1 - m — 3’ /30 sin. 0 

J cos. 0^,~ * * cos. 0^ 4 y cos. 0 3 


cos 


cos 0 4 
: etc. . 


Exemplum 2. 


254. Formulae 


a0 . 




cos. 0 

■* 

Altera reductio ob m zn 0 fit 

<p'i 


- integrdk\ assignare. — 


x * „ o 


/ 30 i - sin. 0 n — 2 r\ 30 

cos. 0' n 1 -f-dejl. 0 n ‘ n — ij cos. 0* — a * 


quia jam casus simplicissimi 

'is.W J F r M—-L 


sunt 


/#>•= <P et 7'^= / tangi C«° H-}0) " \ 

cogniti, eos -segueptes omnes revocabuntur: •" > 
C ' d<P __ ain. $ • ' l 

p; 3(J > 7 

sin. 0 vtv 


■^C 08.0 4 ^ * COS.0 3 "^* 


sin. 0 
COS.0 
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/ 

/ 


90 


cos. 0 5 

_a^_ 

cos.0 6 


sin. 0 1.3 sin.0 1.3 » 

^ * cos.0* 2.4 cos.0* 2.4 ^ cos. 0 


sin. 0 1.4 sin. 0 ‘2.4 sin. 0 

^ * cos.0 5 3.5 cos.0 J ' 3.5 * cos. 0 

etc. 

Corollarium 1. 

* * * 

modo habebimus has integrationes: 
r ^ A 30 ' COS.0 . 

/55^ = f tans ' 4 /Sm^ = • 


2 5 5. Simili 

90 


f H r_ 

J sin.Cf) 3 

f 90 

^ sin.0 4 
^ sin.0 s 


— x CO8 -0 , , r 30 

* " sin. 0 a ‘ 3 ^ sirir0 


cos.0 


cos 


0 


3 sin.0 J 3 ’ sin. 0 

cos.0 1.3 cos.0 1.3 - 90 

5 * sin.0* 2.4 * sin.0* 2.4*' sin.0 


etc. 


Corollarium 2. . 


2 5 6. Deinde est 

'30 sin. 0 ___ ‘ 1 


f U ~r T. . . . 

J cos. 0* n — 1 * cos. 0* 1 * 

/ 30cos.0 — 1 1 

sin. 0* n — i ' sin. 0 n “* 1 ’ 


Porro 


30 


r 30 sin. 0 a ___ r 30 r » < 
y COS. 0 n J COS. 0* J C 08 . 0 n *“ 

/ 30 cos. 0’ r 30 r 30 

sin. 0 R J sin. 0* ,/ sin, 0*^ 
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/*3(p sin.'<P 3 _ 

f d(P sin. (P 

/ cos.CP n */ 

cos. (p R 

rdCpcos. (p 3 _ 

f SCPcos. (p 

/ sin.Cp* ./ 

sin. (p R 


’d(J) sin. (J> 
cos. (}) R *’ 


quibus reductionibus continuo ulterius progredi licet. 

. r r : u r i > M ' i o 

Problema 28. 

\r. zkA i.ycniJ. >';A 

357. Formulae c08 morale investigare. 


.Solutio. 


* p * 4 v 


kll . »t ira 


vj/ > . 


‘ : u m? 


Reductiones supra adhibitas huc accommodare licet, sumendo 
in praecedente problemate m negative: ita erit 

— ■ »■ . i -V. 

sin. (p m co s. m-|— n sin. (p™^ 1 cos. (p n 1 






m -{- i 


V- 

nj sii 


d(p 


m -J- nj sin. cos. (P** 

unde loco m scribendo m — - 2, per conversionem fit 

a<p i_ - i 

m — l * sin. (p**— * cos. * 


/ 


sin. Cp m cos. <p R 


Altera huic similis est 


l m -4- n — 2 y ' ; d <P 

m — 1 J sin. <P m ~ 3 


f 


v cos. <p* 

V, 

acp i 

sin.<P*co8. (P* n — ^ I sin!\(p m— 1 cos. <P*“** , 

. m -f" U — 2 y 1 dtp V 
C *"*"* n — 1 y sin.Cp* 1 cos. <P’ 


Cum jam in hoc genere formae simplicissimae sint: 


n— 

\ 

\. 
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ut 


f<7i% — l ' tan S' 3 0! J — l - tan g- C-* 5° -4— i 0); 

/sT^^:$ =/ - tan S' < I )i /£$i= — c6t.<p; — t»ng. 0; 


hinc magis compositas eliciemus: 

9(1) 


/- 


_L_ , rj<*> 

i* — <1\ 


sin. (J) cos. Cp 2 cos.Cp sin. Cp * 

r J , r 

/ oI« ,Tv* — ^ cln m - 


sin. Cp 2 cos. Cj) 

, w 

^ sin. Cp cos. Cp 4 


sin. CP ' cos. (p’ 
»3 ^7 c : 


/ 


3$ __ 


3 cos.CP 

1 




sin. <P 4 cos. (P 

acp 


* sin. (P 

1 


S3 +/^ 


sin. (p cos. <P* * 

acp 


sin. (P cos. CP b 

acp 


* cos.CP 3 

1 


+/- 


sin. <P' cos. (p’ 

ac p 


sin. <P f 


^ sin. (p b cos. (p 5 * 

f ^ = i 1 

1 sin. (p cos. Cp 3 2 cos. <p : 

y . 1 

■ sin. cp J cos. (p 

30 




sin. (p cos. (P' 

a<P 


sin. (P' 

i 

4 COS. <P 

t 


I 


a +/- 


•^sin. (P 5 cos. Cp 4 

' sin. cos. <P 7 ^ 

* / ^ == _i. 

J sin. Cp 1 cos. (p 6 sin. (p 6 

ctc. 


cos 


.cp 6 


sin. 

(P eos. 

cp*’ 

t 

dtp 


sin. 

Cp 4 cos 

1. cp’ 

► 

"*0Cp 


sin. 

<P cos. 

0’ 


3<J> 


sin. 

Cp cos. 

0’ 


30 


sin. 

(P cos. 

cp 3 ’ 


30 


sin. 

Cp 3 cos 

.cp 


30 


sin. 

Cp cos. 

Cp'* 


30 


sin. 

Cp 5 cos. 

.0’ 


19 
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/ 


d : <t> _ 


• 4 - 


sin.Cp'cos.Cp 2 "* sin.Cpcos.CP 

f d ^P , ^ 

/ — \ • - 


S /J_0_ = £__ +a ri>* 

J sin. Cp 1 sin CPcos.CP *'cos. Cp* 




acr> 


sin.(p 2 cos.(])'* 3 sin.Cpcos.Cp 3 ” 1- 3,/ sin.Cp a cos.Cp r 

r ?jP- — __ 1 , ! i_ * r d*- ^ 

^ sin.cp^cos.Cp 3 3 sin.CP’cos.Cp sin.Cp J cos.CP' 

Sic que formulae quantumvis compositae ad simpliciores quarum; 
integratio- est in promtu, reducuntur- 


C ar o flaTiu nt f- 

2 5 8. Ambo exponentes ipsius sin. CP et cos. 0 simul binario 
minui, possunt: erit enim per priorem reductionem 

r acp i. i 

1 sin. Cp' 1 cos. <J>* jul — 1 * sin. Cp^ 1 cos. Cp v— ' l 

jut -p- v — 2‘ f " 5 Cp 


- 2 - f — 

i J sin; 


p.. — l J sin; Cp** * cos. Cp* 
nunc haec formula per posterioren* ob m. zzZ-jjl — 2 et ti — _ v dat. 

dCp i' i; 


/ 


sim Cp** a cos. Cp” y — i. * sin. 0** ^cos. 0 ¥ ‘ 

acp 


unde- concluditur 

f as 

Jj sim C].** <-os. Cp v 


p. -f- y — 4 r Q<P 

y — i J sin. CP U a cos. CP* 


t 


4- 

4- 


p. — 1 sin. Cp** 1 cos. Cp*' 
p. + y — 2 1 


(p. — l)-(y — 1) * sin: CP** 3 cos..CP*" 
(p-+- y — 2)(jut-i-y — 4) /*' «)CP 


=±f_ 

>• / sin. 


Cp**~~" * cos. Cp’ 


(fJL — i)(y— i>- 
Corollarium 2 ., 

i * 

25 9. Prioribus membris ad. communem: dcnommatoremi reducr* 
lis obtinebitur 
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/ 


d0 


(fx — i) sin. 0 9 — (v — 1 ) cos. (P* 


4 - 


sin. 0* cos. (J) v (jul — 1) \y — l) sin. 1 cos. 0 r ~ 

(jx -4- v — 2) (tx h- v — 4) f d 0 

(jx — 1) ( > ~0 J sin. <J> U — 3 COS. <Jy' 

•qua reductione semper ad calculum contrahendum uti licet, nisi vdl 
jjl ” i tcI k ^ 1> 

5 e li o l i o n. 


KJ v i-* 

26 0. Hujusmodi formulae - — -r- -r— etiam hoc mode 

sm. 0 n cos. 0 n 

maxime obvio ad simpliciores reduci possunt; dum numerator per 
sin. CP* -p. cos. 0 2 zzz 1 multiplicatur, unde fit 

y sin. <J) W cos. CP n y sin. (p* - 3 cos. J sin. 0 m cos. 0 n ~~* 

quae eousque continuari potest, donec in denominatore unica tantum 

potestas relinquatur. Ita erit 

/ 9<J> rdfysin.ty r5(j) cai. $ j *in. $ 

sin. <p cor. (J) m J cot.tp ' J sin.fp " cos.Cp 

/ d (p p d <J> \ C _d (D sin. <J> «at 0 

sin. <p* coi. J sin.cp* J cos. cos . (p s in.$' 

Quodsi proposita sit haec formula f - — — -r— , in subsidium 

sin. cj j cos. w 

vocari potest , esse sin. 0 cos. (£) “ £ sin. 2 0 , unde habetur 

/ 2 n d0 f c) u) ^ 

,1 ^7$-» = 2 " _ 7 ST5' po5i,,> a = 2< P’ qua ' f0 ™ ula P cr 

superiora praecepta resolvitur. Ilis igitur adminiculis observatis 
circa formulam d(£) sin. 0 m cos. (p n , si quidem m et n fuerint nu- 
meri integri sive positivi sive negativi, nihil amplius desideratur: 
sin autem fuerint numeri fracti , nihil admodum praecipiendum 
occurrit, quandoquidem casus, quibus integratio succedit, quasi sponte 
se produnt. Quemadmodum autem integralia, quae exhiberi nequeunt, 

per series •exprimi conveniat, in capite sequente accuratius expona^ 

** 


a<j> 
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mus. Nunc vero formulas fractas consideremus, quarum denominator 
cst d _|_ Jj cos. (J) ejusque potestas, tales enim formulae in Theoria 
Astronomiae frequentissime occurrunt. 

Problema 2 9. 

261. Formulae differentia lis — integvale investigare. 

Solutio. 

Haec investigatio commodius institui nequit, quam ut formula 
proposita ad formam ordinariam reducatur, ponendo cos (p zz , 

ut rationaliter fiat sin. (J) iz: hineque d (J) cos. (J) zz , 

sicque d(f> — — Quia igitur a b cos. (j) zz ~ > 

erit formula nostra 


a<j> 


5 ^ -x — , quae prout fuerit 


a -f- b cos. $ u-+- 6 -f-(a — b) x x 

a>6 vel a<Z>, vel angulum vel logarithmum praebet. 
Casu a y> b reperiiur 

/ d $ a . . (a — b) x 

a -r b cos. rj> y'^a « — b b) 1 C ' an §" y (a a — b b) ’ 

casu a < b vero est 

r j ,V(bb — — ff) 

J a-+- b cos- $ Y (b b — a a) Y (b b — a .7) — x (i> — a)" 

Nunc vero est 

/ » — coy. 45 . . A\ sin. 

x — v 7-4. co 7 .$ — tan S* -1 <P = 
qua restitutione facta, cum sit 


2 Ang. tang. -- [ a ' ^ rr< — Ang. ... 

0 0 y (u a — bb) 6 ^ a-f-o — (a — £) x x 

— Ang. tang. ' si - ■0? / C«a-ft&) 

o 6 (a-t-A)(i-f-co;.4>^ — (a— 6)(i — c os.(pJ 
1 . sin. & y (a a — b b) 

zz: Ang. tang. — * — ^ . 

0 0 a cos. 4) -+- b 

Quocirca pro casu a > b adipiscimur: 

3<P — 

J a 4-0 cos. 

» A np . cln stn - 07 (ba — bb) 

J a -j- b cos. <J) y (a a — b b) " 0 -+- b cos. 3) » 

f d 0 1 * a cos. <P~y b 

J a + boos. <J> y („ a — btf An S’ cos - 0 q-Tcos7^ ’ 


t. tang. - 


9 x y (a a — b b ) 


> — ' Ang. tang. 

V (a a — b b) b ® acos.Q>-\-b > 5CU 


sire 


V 
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Pro casu autem a < b : 

a<p 


r 5CJ) „ i t V (&4-a)(> +cot. 0 )+v / (5 — q) (i— -<ro?.(p) , 

J a + bcos.(p V {b b — ” a a) Y^b + a) (i-f-cos. (J>) — / (6 — a) (i ~ cof.(p) 


seu 


/ d<P i ^ a cot. <p -4-fe-f- sin. Q) .V (bb — a a) 

a -f- 6 cos. (J> V (b b — a a) a-±-bcos.( J> * 

At casu b zzz a, integrale est zz * zz tang, £ (J), unde fit 

f-19 =tnn . i( p = ^pdL^, . 

J I COS. (p O 2 T , cos. Cp 1 

quae intcgralia evanescunt facto (J) zz; 0. 

Corollarium i. 

2 6 2. Formulae autem eas ‘ % integrale est 

a -f- i cos. <p a -f- b cos. <p ° 

7 1 7Tl>7o7~Q » > la sumtum, ut evanescat posito (J)zz:0; sicque habe- 
bimus : 


/ d $ sin. <p i 

a -+- b cos. <p b 


_a-4 - b _ 
a-+- b cos. <J> * 


Corollarium 2. 

2 6 3. Formula autem - d transformatur in - v r , 

q — o coi. (p b b (q-J-oco5.(p) 7 

unde integrale per solutionem problematis exhiberi potest: 


/ d$cos.(P __ (p a r 

a~7bcos.<p b bJ 


3$ 


q-(-6cos.<p * 

S c h o 1 i o n 1. 




2 6 4. Integratione hac inventa, etiam huius formulae -r — 

6 J (a+bcos.(p) n 

integrale inveniri potest, existente n numero integro; quod fingendo 

integraiis forma commodissime praestari videtur: ponatur 

f. IQ — , A »>^ , r 3<P _ . 

J (q^t-6coj.cp)* a -4- b cos. $ Jfl^-6cor•(p , 

ac reperitur 
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A = a i=Jn> m = ;r=n- Torro En s atnr 

f »0 — , m r a® 

7 (a — f-t coi. (pij* (a 6 cos. <p) J {a - 

xeperiturque 


Jl = 


— 6 


~ & . -T» ^ ^ . 

— 6 6 » 3 a (a a — 6 6 )* 


■a a 


m 


> a a — (- 


• 6 coj. 
bb 


^ ^ ^ ^ a a (a a — 66 )* 

similique modo investigatio ad majores potestates continuari potest, 
Jabore quidem non parum taedioso» Sequenti .autem modo negotium 
.facillime expediri videtur. 

<30 (f~^~ 9 cos * 

•Consideretur scilicet formula generalior ^ ^ cos7(J)y n ~ 4 ~ 1 * 


ac ponatur 

a$f/_f. i7eos .-$)_ a sin. $> r dQ>< b - vc cos. q» 

(o-f-Acos. (p) 1 * - * -1 (a-j-Acos.Cp)" J (a-j-6 cos.Cf).)* 
sumtisque differentialibus, ista prodibit aequatio* 

f g cos. (J) zz: A cos.^ (a-f- b cos. (J)) -f- n A b sin. tj) 

-f- (B -4- C cos.‘$>) (a -1- b oos. <J» ; 
quae ob sin. (J) a zn i — — cos. (J) 2 hanc formam induit 

•— f — g cos. ^ “j” A b cos. ^ 
n Ab •■{-' A o> cos. (J) — n A b cos. Cp a 
-f- Bfl -f- B 6 cos. (j) -f- C b cos. Q a 
-f- C a cos. Cj> 




unde singulis membris nihilo aequatis, -elicitur: 

\ __ o e -bf . B ^- 0 _f-b S c Tn-;)(ag-^). 

A — ii<a7^&6)’ B — -a A -bb el r n(aa-bt>3 

Ita ut haec obtineatur reductio 

/ 3 0 ( /~4_ g cos. (J)) W — &/)sin.<P _ 

(a -j- 6 cos. (p)""*" 1 n ( aa — bb) (a b cos. (p) T 


(Q T~ t/ i.us. y/ **■ ' ' a. 

1 / , 3<Pln(a/— >g)+tn— Q(og — 6/)cos.(pi 

~^~n(aa—J>b)J (o 6 cos. <J))“ 

«oju, ope tandem ad formulam 1> ery ' nitur ’ « uj “ 

integrale <P « «“P« iorib “ <9n6Ut ' 

Tcrspicuura autem est semper fore A: — 0. 
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S c h o l i o a 2.. 


2 65. Occurrunt etiara ejusmodi formulae, in quas insuper 
quantitas exponentialis e a ® , angulum ipsum 0 in exponente gerens, 
ingreditur, quas quomodo tractari oporteat, ostendendum videtur, 
cum hinc methodus reductionum supra exposita maxime illustretur. 
Hic enim per illam reductionem ad formulam propositae similem 
pervenitur , unde ipsum integrale colligi poterit. In hunc finem. 

notetur esse 5$. — •- e a( ^. 

Froblema 30. 

2'6 6. Formulae differentiatis dy zzz e a ® 3 0 sim 0 n Integrale- 
iatestigare. 

Solutio-- 


Sumto «“^30 pro factore differentia Ii, erit 

y zzz ~ e a $ sini 0* — ~ fe a $ 3 0 sin. 0 n * eo*. 0 r 
•Imiir modo reperitur 

f e a $ ^ Cf> sin. 0 n 1 cos. (fjr;d e*<P sin. 0” r cos. 0 

— fe«<P 30 [(n — i) sin. 0" * cos. 0 3 — sin. 0 1r T > 
quae postrema formula, ob- cos.0 2 rr: 1 — -sin.0 a , reducitur ad has 
(/r — 1 )/ e a $ 30 sin. 0 1- * — nf 30 sin. 0 B :: 
unde: habebitur 

C 30 sia. 0” — e°$ sin. 0 n — ^ e a< P sin. 0 n 1 cos. 0- 

/e a( P 30 sin. 0*— * — 30 sin. 0*.. 

Quare hanc- postremam formulam cum prima conjungendo,, dicitur- 

e a< & sin. 0 n * (a sin. 0 — n cos. 0) 

aa-j-an; 

n (n — iy 


30 sin. 0” 




aa -f- tifi 


fe a $ 30 sin. 0 1 


% 
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Duobus ergo casibus integrale absolute datur ; scilicet n zzz 0 et. 
n — 1, eritque 

. /e’‘<l>d0=z — -i, et 

. a . e a Q(x$'m.0 — cos. <t» . i 

90 sin. 0 = i— — 5— ^ + — r— 

a a — f— i aa — f— l 

atque ad hos sequentes omnes , ubi n est numerus integer unitate 
major, reducuntur. 

Corollarium 1. 

26 7. Ita si n — 2, acquirimus hanc integrationem 

■ ^ ^ • a. « e<l ® sin. 0 (a sin. (b — 2 cos. <b) 

fe a $ d$> sin. <£>’ — — — — 


+ 


a a -t- 4 

1.2 . 1.2 


_ 


a (a a- f- 4) a taa -f- 4) ' 

at si sit nr;3, istam 

. e a $ sin. (b a (a sin. (b — 3 cos. (b) 

/e a( P d<p sin <f) 3 — — --- — 


aa -j- 9 
2.3e“^('asin.C[) — cos.(J)) 


2. 3 


(aa-f-D(aa-f-e) ’ (aa-J- i) (aa-f-9) 
integralibus ita sumtis, ut evanescant, posito (J) ” 0. 

Corollarium 2. 

2 68. Si igitur determinatis hoc modo integralibus , statuatur 
a(J) m — oo, ut c a ® evanescat, erit in genere 

/e^dQ) sin. d(J> sin. 

hineque integralia pro isto casu a<f)“ — oo erunt 

/e**d0=- i; fe°*d 0sin.0 — ^ ; 

/c^sin.Cj)*— /e a ®d0sin.0 3 — 


/i a $d0 »i n .0 < - a ( aa+1 j)( aa l t . 1 e)'. — (aa+iX«<‘-t-»>(.«-t-»»)‘ 


5 
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Corollarium 3. 


X i* i 


26 9. Quare si proponatur haec series infinita 

. i. * . i. a. 3-4 , i. >. 3. 4 -5 6 

5 * oa-H ( r a«-h4)(»a-f-.6)'aa4-36j ' 

— u/c a ‘p d <p (< -h sin. cj) a 4 - sin. <J> 4 sin. (}) 6 -f- ctc.) 

/ e a $ dCb . . yf* 

-£-r, posito post integrationem a.(p z=z — a». 

cos. (p 

• t 

Problema 31. 

21t0. Formulae differentiatis e a $ 30 cos. integrale investi- 

«are. 

S j 0 1 u t <i ©. . 

Simili modo procedendo ut ante, erit 
e a< Pd<P cos. (P n — cos. $*-+- d <J>sin. <f> cos. 
tum vero 

“ /e° $ 3 $ sin. <$> cos. (J ) 8- " 1 rr 5 e*^ sin. $cos. 0 71 * 

l/e° $ d <P [cos. $ n — (n — 1 ) cos. $*“ a sin. <f> 2 ] , 

quae postrema formula abit in — (n — i)fe*$ d<p cos. 0 
-{- nfe a $ d(f> cos. (£>*, ita ut sit 

d (J) cos. \ e a $ cos. $ n -f- ^ e a< P sin. (J) cos. 

fe a< t> d (p cos. (J)” 9 — ££/«“$ a $ cos. $*, 

unde colligimus 


/V 1 # d(£> cos. $5 n =: 


e*4 cos. (a cos. -f- n sin. (})) 


aa 


n/x 


. . ... - 12y e -<J> a<j5 COS. . 

cc cl — f- n n 

Hinc ergo casus simplicissimi sunt 

. . «“^(acos.^n-sin. $> - 

/'e*<P3(P=r±e a <P-+C; /e a <Pd<p cos.<£>:=- Vr H c » 


a a — j- & 


20 
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CAPUT' V. 


, *. . 

ad quos sequentes omnes, ubi n est numerus integer positivus, re- 
ducuntur. - l • \ 


f • 


S c h o l i o n. ' . 

. % l m 

27 i. Casibus simplicissimis notatis, alia datur via integra- 
le formularum propositarum t quin etiam hujus 1 , magis patentis 
e a( Pd<P sin. 0 m cos. Cj) n , eruendi. Cum eniin productum sin.<j5 TO cos.(p r - 
resolvi possit in aggregatum plurium sinuum vel cosintium, quorum 
quisque est hujus formae M sin. A(f) vel M cos.-A(J) , integratio 
reducitur ad alterutram harum formulanim e a< t> dCP sini. vel 
e a< P dQ cos. \(p. Ponamus ergo ut habemus 

ct 

e a( P d(P cos. A (J) = ~ d w sin. w, et 


~ w 

d(J) ens» 3cdcos.cu, 

* * * 

quarum integralia per superiora ita dantur; , • , 

AA^Casin.co— Acos.w> Ae°$(*sin. A(J)— AcoS.A0) 
f e x a u ,i„. u - _ . 


no r 


a 

f*' d (jjcos.oj — 


AcX 6) (acos.&j-+-Asin. w) Ae^C^cos.ACfc -h A sin. A$) 


aa-f A A. aa-+- AA 

Unde tandem colligimus; 

_ ^ ^ e«<t>(a. sin. A$ — ■ Acos. A 4» ^ 

Se a( Pd(b sin. \<p — — > et 

J c ex. — t~ A A 

t e a ® (" cos. A Ct> H- A sin. A(J)) 

y> a 4>a<£> cos. X(p=z — — > 

J ^ «iv -j • x aa-HAA 

si in generq statim loco sin. ^ ct cos. (J} scripsissem sin. A^ ct 

cos. ACj), hac reductione non fuisset opus; sed quia hic nihil est 

difficultatis, brevitati consulendum existimavit 


J r 


;}.aia*4.e 

t ”4^5 


!<{tr; ii a’TRr.o ojv» sml 

fo- r ,-Txf 


'JK 



Digitized by Google 


CAPUT VI- 


de 

EVOLUTIONE TNTEGR ALIUM PER SFRTES, SECUN- 
DUM SINUS COSINUSVE ANGULORUM 

MULTIPLORUM PROGREDIENTES. ’ ■ % 

. t 

Problema 3 2. ‘ ! _ ^ 

2 72. v! . - 1 ; r > : > 

nfegrale formulae 7qrnco7$ P er ser ‘ em > secundum sinus angulorum * 
multiplorum progredientem, exprimere. • . 

Solutio. 

Cum sit more consueto per seriem 
. I — — — i — n cos. <b -+- w a cos. CL>^ — n 3 cos <b 3 -t- n 4 cos. (J) 4 — etc. 

I-f-rtCOt. <P ’ ’ •• • 

potestates cosinus in cosinus angulorum multiplorum convertantur 
ope formula» um in introductione traditarum: ac primo pro potesta- 
tibus imparibus: , 

cos. tj) ~ cos. (J); 


cos. 

(jp 

— 1 cos. 

Cj) -f - 1 cos. 

3(J); 

• . 


cos. 

<J> 5 

IO 

zir^cos. 

Cp-t-^cos. 

3 cj) 

76 C03 - 

S<Pi, 

i * 

cos. 

<P’: 

— j^cos. 

^ H- 64 COS * 

3(J)4- 

4 cos - 

5 cj> : 



• * 

•+-64 COS - 

7<p; 

36 

^6 C0S * 

, U 

cos. 

09 

ia8 

=.* cos ' 

' <J> -+%t coa 

. 3 (J) -}- 

5$ ’ 




+SB cos 


i<s cos - 

9 0; 


ubi notandum est, si ponatur in genere 

cos. zzl A cos. S+-.B cos. 3 $ C cos. 5 (J) 


158 I 


cmvj vitri j 

tne . frA r.o:l l a r i n m, t 

** 

^73.HPrinio f ^atet|-hanc resolutionem loctim habere n#n posse, 
nisi n sit numerus unitate minor; si enim n > i, singuli coeflScien- 


* i . 


— 7 ^ / t; 

tes prodeunt imaginarii. Sin ‘autem sit n dz i , ob 1 -f"* cos. 0 zzzi 
2 cos. \ (fi 2 , erit integrale 


st- * ■_ *-* ! . i t i 2 


/ ad / ~ tang. i (t). >' , n u 

J 1-4- cos. <1) J cos. ‘ d> ^ 

•58 Js nt*« ioftr ocfuS is Iinmy J| — . : -- q r'j. b 


C o r o,*M a r i ura 2.^i, 


■ i 


‘e i. 1 t.) 4^. :_>ij > 


m M i3 m-*# 

reliqui coefficientes C 
ita ut si bini contigui sint P et Q sequens futurus sit ~ Q **r- P,„ 
Hirte. leuiti -aequationis Jo radices sint nn \ 

quisque 'terniirtus in bi$&, format contutatur '> D -f 4- : .aoo d 
/• I* — n >0\ x . - 

/ «( . ■ ! fe— ) +P( ; — „'11+.,,«^ 

: ittftsoaroteb &j. iPSfW rwn(_ /. 

"Q . , , . . * 

2 75. Quia autem Vin nostra lcgc noh A sed 2 A sumitur: 

posito A ~ 0 , prodire debet 2 A idcoque a -{- j3 — y/ ^ ^ , 
deinde facto A 1, fieri debet. 3 ;*—- - ;t ilt 0! 

«-+- P | (o — (3) ^ (i — r n) ^3 — a (i — n n) 
a * a «/(i—tu) * 

a 1 ^ “f^‘^^r ni Ei-E0 r '-'S“6' ! 

r » (•;r r »R) , > r' r r 0 — an)» 

%icquc quilibet terminus praeter Aberit is — 4' 'i- 1 - \. * ri1> 


f n ±~ L r L ■■ \ — O, 

v (i — n n) „ n \r(i an) ' ’ 

Z , D, E/ etc. seriem "recurrentem constituunt, 


t * 


n 


R V (» — R 

n 


.. Corollarium A Z 

■ lojgoiq .JJ3> .<4>*C /y 2 atuiolu^.^a w ?;iuos 

276. C ocfficientes ergo evoluti ita se habebunt ulj L >i 
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•4&9 


A 

B 

C 

D 

E 

1 : . F : 

G: 

* . *. y 


}/(\ — nn) 

2 — 'Si/(i — mi) 


•i 

' *u . 

- > ' • 


7 nya — /i//> ... L 

4 — 2 nn — 4]/(l — nn) " ' 1 ^ 

~ — «ai) j r 

8 — 6tiw— 2r4— wn)V<i — mi) 1 ' -o : « 

c 3 — ' f 

w .i. «.< • « ; „{ i i; atii *a 

i 6 — r6wi~f-2M*-*-2.(8, — 4nn)-\/(i -—nny - tt . ' .j, h , 


' ’ . • - „ — * .. > . .•> 

^2r^40nn-\-i 0;i* — 2( 1 6 — 1 2wi-4-?i 4 )]/(f-— 

« s j/( 1 —nn)' ' 

64 — 9 6 /m-f -3 6 n* — 2 » 6 — 2(3 2 — 2 3 6 n*)/(l — wn > 




:i i -» u. i« 


«VC* — nn) 

r . . * t , , , 

CoroEIarium S_ 


- 1 


... /. 


2 77. Quia n •< i , hi coefficientes plerumque facilius - determi- 
nantur per. series primum inventas, scilicet r 

"*+S» 6 +::“l« 8 +etc. 


1.5 4 

»4 


3 6 n 4 -4- i*L7 «6 _L 3 *-7- 9«8 _i_ etr V 
*T 4 6 . ^ 4.6.8 n ^ p.a.Ti' 1 ^ etc 7 


A ~ 1 4 - \ n x 

B — n ( l — j— | /i 3 

c =?!»*(• + 

D =i« 3 c+ i» " a -+• •+• myy + **> . • 

E — * n K (1 - 4 - 5 ^-V -f~ 7 .« 4 i L -. 6 7 8 -9 '° „6 _i_ etc \ 

f —7 M 6 ( t -4- ® -?Ai 2 U_ £_Z 8 _? „4 _ 1 _ 6 - 7-fl. 9 'Q »' 6 1 et „ V 
»& V -r ^a.,34.,/” T- a .,3.4^ir6..R W * elC V 


1.4.14, 

* • - ’ - - •- * * • • ♦ •**. , m 

etc*. 

S c : ht u t i o n. 

2 7*. Cum ex his va oribus sit 


i 


/r^ tL. a = A$> - B !1 <P ■+. j C ain. Z<t> 

. / « » ' ‘ < . . « y 


*-*- 4 £> sin. 3 (f> >4- ^ E sin. 4 (£) — etc. 


•fdG 


C A 1* UT. VI. 


»n hac serie terminus primus A0 imprimis est. notandus . cOoS 
crescente angulo 0 continuo crescat, idque iq infinitum usqAc, dum 
reliqui termini modo crescent modo /dcscrc^ccnt : neque tamen 
certum limitem excedunt; nam sin. X0 neque supra -4- i clescere, 
neque infra — 1 decrescere potest. , £um deinde hoc integrale 
supra inventura sit 

1 i n -h co*. A 

✓ (< — n n) An S* C0S * 7+Vc*?7^ • - * * 

series illa huic angulo aequatur. Quare si hic angulus voceAir u, 
»t su a w erit cos. <d = hmc< l nt 

n -4- cos. 0 — cos. gj — n cos. 0 cos. w zz 0 , ex quo est vicissim 
cos. quae formula cum ex illa nascatur sumto n 

negativo, erit 

* ^ .7 /*’ ^ ' « I ♦ ' 

30— et 
~ i — i cos. <*> * 

pYrzTiTn) — A(ii + Bsip. w -+-J[C sin.,2 &j-f-|Dsin. 3 w -t-|E sin. 4 w -4 etc. 

.^uiarTerp, est .... . >. . . • 

7"0 ' ^i n) — ^0 — B sin. $ H“* i C siq. 2 0^ — i D sin. 3 0 
-4“ i E sin. 4 0 — etc. 

9b y a n) ~ A» habebimus : 

0 nB (sin. oj — sin. 0) -f- | C (sin. 2 oj -f- sin. 2 0) 

| D (sin. 3 w — sia. 3 (J)) - 4 - e te. 
cujusmodi relationes notasse juvabit. , 

Problema 36. 

279. Integrale formulae 50 (1 -f- n eos. (J))’ per seriem, 
secundum sinus angulorum multiplorum ipsius 0 progredientem, 
exprimere. 

So 1 ut i 0 . 

Cum sit 

^1 -f- n cos. 0)* zz i -4~ * n cos. 0 -f- •~~~ — ^ n* cos. 0* 

. -• 4 -- ’^ „3 cos. 0 3 etc. 

• • 9 1« 3« 9 1 
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si pcnnmns 

<i 4-« cos. 0)' — A 4- B cos. 0 -f- C cos. 2 0 

4" D cos 3 0 -f- E cos. 4 0 -f- etc. 
erit per formulas supra indicatas: 

A — 1 . i 'C' - 

»•* 5 ^ i. >.3.4 •*4 W 


1 . o 


.. a. 3.4 

.11 *L* n 6 


0 ^ • 6 9. 

B — 2 « [* -f- . 11 „ 

L a 1 1 . a. 3 a .4 


4^ 


«•4 

CtC. 


$uae series ita clarius exhibentur 


"i- a. 3. 4 . i •s- 4 . 6 ; c ‘ c *j 


A 


1 -4-11!^ „2 I -3) 4 

a. a. 1 a . a. 4 . 4 “ 

. »(» — Q yv — 2) fr — 3)(y-4 Kv — S') 5 
"V a - 3 - „ 4- . 4- 6 . 6 * U 


- t * ( y — 0 (» — a) 3 
a a. a. 4 


y ( v — ■) (y - a ) fv — 3 ) (v - 4) 5 

*• 4- 4 . 6 . 


— f— etc. 
— f- etc. 


Jnventis autem his binis -cocfficientibua A et B, reliqui cx his 
sequenti modo commodius determinari poterunt. Cum sk 

yl (1 4- n cos. 0) — / [A B cos. 0 -4- C cos. 2 (f) 

4~ D cos. 3 0 -4— "E cos. 4 0 -4- etc.] 
•sumantur difTerentialia, ac per ^0 dividendo prodit 

» n » n - 0 B »n. 0 -H a C tw. a 0 -+ • 3 D sin. 3 0 -f- 4 E sin. /,$■+• ete. 

i+ncos.Q A -H ;> cos. <p-H C wt. a $4 D c®y. 5 $ -pt cos. 44 )-+- ffti* 

Jam per crucem multiplicando, 

ob sin. A0 cos. 0 — * sin. (A -f- 1 ) 0 sin. (X •— 1 ) 0 et 

.sin. 0 cos. X0 — | sin., (A -f- i) 0 — | sin. (A — i) 0, 
pervenietur ad hane aequationem: 


O-Bsin.04-2Csin.204-3Dsin.304-4Esin.404-5Psiit.504 etc. 


44B" . 

41 

-hlDn 

-HEn 

4- | Cn-ffDn 

4|E» 

4-fFn 

4-fG/t 

— v A n — -Bn 

fi 

— -Cn 

a 

— -D n 

3 

— -En 

3 

• -l_! C «+;-Dn 

4-I-E* 

4--F/t 

1 a 

+;-g« 



21 

** 


» 
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unde hae sequuntur determinationes: 

(v -f- 2) C n -}- 2B — 2^Anrz:0 
(y -f- 3) D/i -f- 4 C — (v — i) BnziO 
(^+4)En+ 6 D — (/ — 2) Cn — 0 
(j/-J-5)Fn-h 8 E — O — 3) D /i ~ 0 

(y -f- 6) Gn + 1 0 F — ( v — 4) E n — 0 

ubi si superiores valores pro A et B substituantur,, reperitur: 

c—inn ^ s Xv-Of.- e tc0 

L a. 2. 4- 2.2. 4- 4- 6 2.2. 4. 4. 6. 6. a V 

D— 8„3 (» -Jj „3 _ eCc .j 
L a. 2.4. 4 * 6 3. 2. 4* 4* 6- 6. 3 J 

\ A. - 1 . .. f.. .\ /■„ — t\ 

etc.l 


p 3V A n — a g 

(v -+- 2 ) n 

D (» |) B n 4C 

, n 
r (v — 2 ) C n — 6 D 

^ — (*-+-*)*' 
td (* — 3) D n — 8 E 

* — ( T= P s )n 

/~* (* — 4) ** n — 10F 

(v-h-6 )n 


E= 1 6 »* I "”' 3 t«-3) „3 

u 2. 2. 4-4* o. O. o 


a. 2.4.4. 0.6. 8.8. 

etc. 


10 


unde forma sequentium serierum coi figitur. 

h4 wnO ».* »> «-Ji 1 r-f.-n ■* f>boin 

His autem inventis cocfficientibus, erit integrafe quaesitum 

v r '■* 1 1 ^ J ‘ * •’ - i* T * / ^ ' 

/d (J) ( i -4 - n cos. 0) v ' — A0 -f- B sin. 0 -f- 1 C sin. 2 0 

* D sin 3 (p -f- £ E sin. 4 (J) -f- etc. 

« 'A L 4 % ’*«■?.? *-4 W ' • . < f i * „1 _ . «■ *l . , .f «»** 

Corollarium f. 

28 0. Ad similitudinem harum serierum pro C, D, E etc. da- 
tarum, etiam valor ipsius B ita exprimi potest: 

B = 2n[l+ l ’( , -') f, ~ -^ n 2 + '(»-■»»- »>(» -«K*-g „*+ etc .], 

l a 1 a. a. 4 ' 2 . 2 . 4 . 4 - & .. ' 9 

Series autem pro A inventa formam, habet singularem in hac lege 
non comprehensam. 

Corollarium 2V 

28 1. Si series A ct B inter se comparemus, varias relationes 
inter eas observare licet, quarum haec primo se offert: 
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An -h | B — w 4 

' * * L ' a. 4 »• 4 . 4* « 

+ 1 4. r . ~~ " 6 + etc.] 

'quae a aerie A tantum secundum denominatores differt. 


2 82. Ponamus 

— 0 „4 


Corollarium 3. 


* K # n -f- B n 


n -f - d n . %t . 

— . — ~ N, ut sit 

» - 4 - a ’ 

N a j * (* — *) l 

— n -1- — rr 


a. 4 

»(» — 0 „2 


etc. 


»(» — 0 (» — ») C»— 3) 71 6 

A— i v n ‘ + (.-3) + 

» a. -» »0.0- a. / * 


a. 4. 4 

Quodsi jam n ut variabilis tractetur, differentiatio praebet: 

i’- = J + n’ n *4_ e tc. — 2A. 

ndJi * a ' a. 4 . 4-4 ' m 

Cum igitur sit 

^ 4 A n i? n -4- B 3 n -4~ a n n 9 A -f- n 9 B ^ \ n 

erit 2 v Andn — 2 nnd A -j- Bd/i -f- «dB. 

Corollarium 4. 

28 3. Ex dato ergo coefSciente A, coefiiciens B ita per inte« 
grationem inveniri potest, ut sit 

B« ~ 2 f (yA ndn — • nnd A): 

Tei erit etiam ex illa forma 

B = "9 » — 2 A n. * -+- i ) 'f • * - --- . - ■ I 

Ubi notandum est, posito n m 0 integrale /*An d n evanescere de- 
bere, quia hoc casu B evanescit. <> t 

... . . ^ ’ 1 ‘> : e ' 

• i • 

S c h o 1 i o n. 


, \ ** 

■ b * l-t l 


b 

f 


28 4. Series pro litteris B, C, D, etc. inventas etiam sequenti 
fcnodo per continuos factores exprimere licet: 

B— «•+ ^4) p„’ + 


** 
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C 


D — 


E 

E 


* ( v ~ ») /j fr — a)fv — 3) i fr ~43 f» — $) p n « . , 

!• a a ' 2. (> ' /j. 8 

, (- - f ') (» - ?) p _|_ etc .-) 

1 6. io J 

(• - _?) rif , , ^T iI C v - -^ (v-5)fv-s) p a 

I. 2 - 3 4 ' ' »• 8 ' 4 . »« 

+ (, _ 7 )(., _ - ej p,p + ctc ) 

v ( v - 0 (v - 2 ) (*-3) n4 , (»~4) (»-Q „2 , (*-•) (* — 7) P _ _a 

1. 2. 3. 4 , 5V I + ,« " “t- 4; 7 T^ rn 

4 - < 1 , 7 »^-'^ Pn 3 + «tc.) 

» . . . . (.- 4 > 1 ^~ 5 > ('~ 6 > n a -(- C-r)('-W p « 

V.... 5 ’ i & \ 1 2. »2, 4. »4 * *• 

■■' + P etc.) 

■' etc. 


i * *.» « 


» * — 5 \ \ \ ■ - ^ ... . 

»bi in qualibet serie littera P terminum praececfentenT integrum de- 
notat. Atque ope serierum istarum coefificientes plerumque facilius 
inveniuntur, quam ex lege ante tradita, qua' quisque ex binis prae- 
cedentibus determinatur. Quin haec lex defectu laborat, quod si- y 
fuerit numerti9 integer negativus praefer — i ; quidam coefficientes 
plane non definiantur , quos ergo ex his seriebus desumi oportet* 
Ita si fuerit 


y zz: — 2, erit B zz v A n zzi — 2 A n, et 

6. 7.8. 

• 4- 8- 6; 10 


c = !•?(*-*- i-: »* + *£& »* 4 - •+* *“=•> 

*i sit v z — — 3 , erit C zzz — Bn* et 

D zz — f * . (1 5zZ «iLii* ^4 

>• i 4 ' 2. 3 2. 8. 4. <u 2 8.4-10. 6.12 

si sit y zz: — 4j erit D zZ — G n, et 

E ^7 n 4 . 1 M n 3 4. U:»»» n i 8 . 9 ^tf.ii-iy 6' . \ 

».2.3 ^ 2.10 ~ 2.10* 4.» n fclQ . 4. ia , 8.14 n 

si sit y zz — 5, erit E zz — Dny et 


S,y. r 8 M ^ n t 4(|c j 


F 8. 7. 8. 9 ** / . I »Q. » 1 a . 10. 

i ’ • , lr. 2 . 9.4 * 'i 1 ' ' 2. '2 ' 2. 


IO. 11.12. l 3 i 

n* 


• 4 - ‘4 

1 10. 1 1. 12. i 3 . iX. <6 A > \ 

>.'^T.VV.« " + «c-> 

<t ka de reliquia. 
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. . '..j 'Exemplum I. 

285. f 'gr mulae d(J> (i -}- n eo*. (£))* integrale evolvere , si y 
sit numerus integer positivus , 


Posito C* *4“ n cos. <J))* zz A -f- B cos. (J) C cos. 2 (f) 

-*f- D cos. 3 0 — E cos. 4 — j- etc. 
pro singulis Valoribus exponentis v habebimus: 

1 . ) si yZZl; Az 1; Brn; C“0; etc. 

2. ) si y — 2; A zz 1 -f- 1 n 3 ; B ZZ 2«; C =|nn; D=rO; etc. 

3. ) si i/ zz 3 ; A — 1-f- 1 n 3 ; Bz:3n(t^-> n 3 ); C — f n 2 ; 

D ZZ i m 3 ; EziO; etc. 

4. ) si yzZ4; A ZZ 1 4- f 4 - | n 4 ; B~ 4 n (l 

C zz 3n a (l^n a )j DzZ/i 3 j Ezzg/t 4 ; F=zO; etc.' 

Hi autem casus nihil habent difficultatis. Ad usum sequentem 
tantum juvabit primum terminum absolutum A notasse; 


si v 
si v 
si v 
si v 
Si v 
si v 
si V 


zz i i A zz t 


l i A 
2 ; A 

3 ; A 
4; A 
5 ; A 
6; A 
7 ; A: 


. 1 «• * i 

i -4- f ni 

r a. a F 

I i 3. a a 

— n ; 

1 a. a * 


1 t? n ‘ _(_ tLJ ' 

1 a. a 1 a. a. 4- 4 * 

l 4- r 4 " a -H n 4 ; 
a. a ' a.a. 4 - 4 * 

i -4_ n 3 4_ LMJ n 4 4_ M' 4- * *• < $. 

' a. a *^a.a. 4. 4 ' a. a. 4. 4. S. S n * 

1 4- zJ n a 4-. ;.- 6 M n A 4_ 7- 6.5.4. 3. a 5. 
“a.a ^3.34.4" a. a. 4. 4. 6. • n ’ 


etc. 


286. Formulae 


Exemplum 2. 

d<t> 

7- — \ z— ; integrale per seriem evol- 

(1 n cos. (D)* r 

• • * 1 


irrr 


161 


CAPUT VI 


A 4- B cos. (J) -f- O cos. 2 <J> 


Posito 


r osno *. i* 

(i n cos. (p> K 

m 1- ,V' ■*’ ' • ' J\- D cos. 3 cj) -4- E cos. 4 <J) 4* etc - 

• . ' 

er praecedentibus ,formulis ponendo v — — JA. erit 

A — 4 Vdt±£ n 2 -+- ,)fc T- 3) »* 

* . »(ih- n t _t_ e tc, 

B = - »i » (i t + P ' * 

■ , C^«It±5) p„» etc .) ; 

, r _ k Ch-HO *• (i * i_ „> P/t» 

— 1 — sr. * ^ 4- • 

^4^.L a -±Z) Pn 3 4_etc.) 

• p ■ ■ *CM-Q(M-0 _ „ a Pn! 

• - •• * ’• * + Vt 7)( ^ - p,|a + etc -)i 

etc. 

ubi ut ante in quaque serie P terminum praecedentem denotat 
Hi autem coefficientes ita a se invicem pendent, ut ait 

B zr ~~ 9 ^~^ fAndn — 2 An et 

• ^ . -n — 4 c -Wh 4 _Qbji 

C — — (*— 3)» * 

„ 6D+fn-4-QCn t p 8 E -+- (n -+• 3) P n ; 

■k — — *•; a ‘ * (P ~~~ \ 

^ I V F -i- (>i - 4 “ 4 ) e « u »a G — t— ? n . 

- TT — (fi — 6) a * n 0*— 7)" * 

. etc. 

Ubi incommodo, quando p. est numerus integer, supra jam reme- 
dium est allatum. Hic igitur praecipue investigamus quomodo 
coefficientes cujusque casus ex casu praecedente determinari queant, 
quod ita fieri poterit. Cum sit 

t A 4“ B cos. ^ 4~ ^ cos» 2 (J) i <* 


(t 4 * n cos * $)** 


4- D cos. 3 <J) 4“ etc. 


"V 
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CAPUT YI. 


I0f 


ponatur , . , ...... 

I . 

r v -- v - — A 7 -f- B / cos. 0 4- C' cos. 2 0 

(i 4-ncos.0)*+* 

4“ cos» 30H- etc» 

f * * v 

haec igitur serie* per 1 4” » cos. 0 multiplicata inr illam abire 
debet, est autem productum 

k' 4- B'cos.$4- C / cosl 2 (j5‘ 4- T/ «>s^30 


4” A y n 4 | B r /i — f— 

4~ i B / is-+-|C / n 4“ £^ / ^ 4-£E / » 


unde colligimus 
B ' 


fC'* 
I E 7 » 

» — i i 


> 

u 6 


£/ — - a(B — Bp — *K r n. ^ 


ry -U* t(C — C 7 ) — B'n R/ a(P— b ? )— CjTy . 

n " — n * 


i) 


dummodo ergo coefficiens A / constaret, sequentes B'*,. C^, & etc» 
haberemus» Videamus igitur quomodo k' ex A determinari possit i 
quia est i “ ~ lK * ’* 

A — i + tfctil „* _|_ 4, _f_ etc 

1 a a r a «. 4 4. 1 - 

k' — <4. (u — ^ ^ ~ 4 ~ 5 ^ n 4 -+- etc. 

r *■ * r a a 4 4 

•; \ -i- * _ . . 

tractetur n ut variabilis * ac prior series per n ** multiplicata diflTe— 
renuetur, ut prodeat 

d A n* 

3» ^ n ' u t 2, 2 

4 r . ^ .r.V ^t 2 ><^ .^l ±> y ^4 ctc ^ 

9 ■ 2» 2-. 4. 4 

quae series manifesto» est quocirca A' ita per A de~ 

terminalur r ut sit • * 

* ' . 3 » A' nF f r^ X \n tfcA i£ii5 T . :• 

* *€*>*#*“ ,w;i •* • - . • 

Cum igitur pro casu p. “ 1 invenerimus 
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C A P V X VL 


A = 


A'= 


4 t dA 

■■ ... - ; 00 ' — * 

j/(i -r «.«) 


n 


erit 


yO -*-nn) 




(1 — «n) 
«n 1 


j 

Hic jam est ▼alor ipsius A pro ^^2, upde ob 


I 


. 3 n 

(1 — nnf 
1 


, fiet jpro 3, 


3 nn 


3A_ 
d n~ 

A = 

<1 — 2 .( 1 — nw) 1 

Hfjc modo si ,plterjus progredi atpur, reperiemus : 

4 : 


_ f 

- Jr • 


si pi zz 1; A — 
«i fJL ™ 2; A — 


|/ (i — nn) ’ 

d 


( 1 — — n n) j/ ( 1 -r- n n) * 

1 -h J n n 

a “ 3; A “ — ^—7— -5 

(1 — ntif y (i — nriy 

,i ^ = 4; A = (1 _ nn^ya- n,» ’ 

% 1 -4- 3 n n —I— | n 

§i fji nz 5; A ~ — -r— — 1 — " 11 «tr» 

* 1 (l — nn y y (1 — nn) 


1 *• v* * 

Corollarium i/ 


28 7. Eodem modo etiam icKqui coefificientes C r etc. er 
analogis B, C etc. definientur, pruntque omnes istae relationes inter 
se similes, scilicet uti est #> , <;l j , tt . . < * 
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CAPtTT: YI. 


C6| 




i/ — ^An^ * , »^A , .. 

A — -t — — — AH 5 —, »ta em 

< 7 . n** jutdn 

3.Bn^ ndB 

C'=^ = C4 ” 9C 

a* n* ' 


ent 

» • ✓ 


‘ ; 

J 


fia/iM 

eta. 


i 


iCorollarifum 2, 


« 


\ 


-28S. At ante invenimus B y zn — — — unde fiet 

j; :E' = _l|-* = B + l|S,|hi„cque. . 

^ « , * 4 » * 4 


V‘V\— ^BdwH^aB H-saAiz: o: 
multiplfeeturjpe^ n fl ““* ^ sit 

— a. Bn* -p2n»“* d A =:' o, I 


i - - f 

* ^ - w 

- ! i :. A 


pnde'infegEafhdQL; J^^ A I f , - c . 

- Bn» zs — 27 «^ dA = — 2»!*— A-t -2 Qjl — I) /An*—dm 


ideoque 


♦ 3J j* 




>£: .■> ?-■ .'ar ‘ a j 

® ~ • -f* ^ ■ " /Afi^ 9 dn.' t* -* I \ 

,■*[»-* - •*.*...** i> 

i% f % r** « v j«k \ . rt .aa i« a . 

l. 


-wr- B »55) fr^p 1 

At ante habueramus 


B — — 2 An — — n — ^/AnaVt* ■" ." '.T ^ 


«i - 


. !«?''•* t >J ri 

»4,11 . /W ■ ji 


- ‘ > • ,. t ' .^ 1 *. 

Corollarium 3. 

* •- •*>*•'' » - >; i. 


<. • »• * 

r 


289. His valoribus aequatis,' obtinetur aequatio' inter A et n, 
qua quantitas A per n determinatur, erit ; enim 

= An -}- /Andn: ^ 

•Wfte per, dupljcera ^ifFerqmia^ionqm, plodit» 

nn)aaA~f- - 2 (y. -f- i ) ndndA — }ju(yL-fr iyAdn s ZZQ^ 

22 


c a pxnr vd 


m 


ich.o 14 o n i, a, ja k 

*: "> «>« , vz — zz A 


'X 


• 1 A A . 


2 9 0. Si hos valores ipsius A cum superioribus, ubi u. erat 

. f !v” -i “ . 

numerus integer negativus mter se comparenms, eximiae convenien- 
tiam deprehendemus. 


\ — i 

r 


Pro superioribus, 
si yzzO; Azz i 

r~i; A=pfc . 
if ~ 2; A:zzlH-|tt* 
y zn 3; Arz: 1 ~+-frc* 

. kzz 4 ; A~ i -H 3 n‘n-|n* 

•r« f>*- * • > * . “ » — l 


i- 4 . 

'.) % \ \ '• . r v* 

' Pro hia, formulis. 

.«>‘y 

si «.— i; An— 

iulloi, )V< 1 — «») 


(i 1 ~ h>*) j/ (r — «n) 


■ f” ;?.!> -i -b I 


. f*- 3 ; A “JTI 


'4f > -T-n9> a if (4 — wi) 

i 

. u ~ /*G 1 <A -r- »w*ty # — mi > 


u =5 ; Ar . 

- -- /. g < l «"> 


etc. 

i r» 




! ( 


nude concludimus, si fuerit 

( i — f— « cos- (J)) r zz A 44*- Reos. C cos. 2 f-ete^ 

. ' (1 ncos. (p)~ * —, z:?l-+-S3cos. CP-i-Ccos. 2(J>-i-etc. 

fore $ zz r r r- — t '* , r 

(A — nny y (4 — nn) 

Quare cum pro casibus, quibus y est numems integer positivus, 
Yalor ipsius A facile definiatur, etiam pro casibus, quibus est ne- 
inde expjedite assignabitur. , * 

’ Tr’ /. -i .\u\ 


Schollon 2. 


r - 


291. Cum pro casu p. zzl, supra valores singularum littera- 
rum A, B, C, D etc. sint inventi, v scilicet posito brevitati*, gratia 

jx=£iiz2£ — iK, -;••• ' ■? -i- i. i 

• * '* 
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GAP UT i ,‘Vfv 17 i 

i mi 


i — I # t> __ > tfl * p - 3 fft fft ^ _ * TTli ^ 

V (i — n«)’ V(' — ni») * (« — n«)’ / (i — nnj* 


2 m 


jtt ii) genere pro termino quocunque N n: — ~ : si P P ® 


o;- 


simili termino dasu 1 atu 2 , ; scribamus N 7 , erit N 7 zs. Nunc 

• i* IV* •• X n 


,d. N n 
autem est ■> aa# 


2 m 


, 2 X n m * * d m 

r— : tura Yero 


d n t - J "hn / (1 W nti) * :• 

" *r (T — nn)\ # . . . ; 

unde colligimus , . . ( . 


I. > • i. ' J fi 


“* 2 ,; 4 X’ ^2^ [1 iUXV (! — nti> f 

ori . (i - ^ t ^** -;<* r :?» 


-• » » . .. ? 


i . (. «* j-i t . 

Quare si statuamus: * * 

v .v;t -4~ r 4 « ~ 

(, ^ 1 'nVj.^)* ^ A 4 “ Bcos. $ -f* c cos. * 4 > -f- & eos. 3 0 
\ rn,j »' . 4 ~ E cos. 4 (J> -f- etc. 

tlrit^vnov mobnai .ob .<1 /J ,« t .-r,, is; , o> ..-ibi ^ r. J 

V ‘WA [ 1 * 4 -}/ < 4 — n«)] ^__ 2 m*[<-+. 2 }/(i — ww )3 

tbiijq.v.j ; . Jr* ,j uoq ni» l « m > j .’ i;| ^ o j j i »•*< i il j o v i ! ca;no r&J;oi < >* 

»2 -803 a + » sna £f. J‘ 4- r » y -g?b _j_ f) 

£ € .<!>.. C» — « C . i »j T) *}**•: . > .• — *. »• . , ^ i 

Verum si exponens jjl fuerit numerus fractus, coeftlcientcs A, B, 
C, D, E, etc. haud aliter, ac per series supra datas definiri posse 

videntur. Primus , autem A modo peculiari vero proxime assignati 

' ^ , • >*- ,n T. “ t < . ' ; ... * ' i . \ . * >- - t ■ < i , » 

potest, quemadmodum in problemate Sequente 'docemus. ' * * , 

. • - ‘ j“ ■» ' .4 ,• * . , . t ~ \ — 

j^rVtt^mt »'»»%.,• i« ivi» 

‘ 4 ' — *V rr:^ vJ . j. u n — ! ) ; - { .uir n -j • -> f 

29 2 . Pro evolutione ' formulae v(i - 4 -;n cos. (J)) v in hujusmodi 
seriem .A -fr Bcos>Cj). 4 - ; C cos. 2 $> r|r Dcos f 3 (J) + .*^pos. 4 (p-^ete. 
terminum absolutum . A; vero .proxime definire. ...... , .. 

c ' ' * k <■' J - - 1 i J t- 
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C 'A PTJ T * Yfc 


/'.re 


: S i> 1 u t i 


-- <*>• 


— A 


Cum necessario sit n < i , series quidem supra inventa pro 
A convergit, verum si ti parum ab unitate deficiat, permultos lej> 
minos actu evolvi oportet , antequam valor ipsius A satis exacte 
prodeat, praecipue si v fuerit numerus mediocriter magnus tara 
positivtis quam negativus. Quoniam tamen- posita evolutione; hujus 
formulae (1 -q-ncos. <Pj * 1 zz 51 *-f~ S&cqs, (P-f-Cbos. 2 ctc. 

I 

a termino 21 ille A ita pendet, ut sit A i±; (l — < fin) T.J 

hoc«\termino A duYeniefulor dupUcera Rabemus seriem 

^ ' ‘ **' - — , M 

i »(»- 0 n * , n 6^_ etc 

>■2 3. 3. if. 3- 2- fj.. _4‘ * 6 

A — (i — n»)" 4 J (I + «* + 

f> + s 4± «> 4 + clc.) 

^ /». • a. ^ i. 6. ' 7 

quovis casu ca usurpari potest , quae magis convergit. Verum ta- 
men quia reliqui coefficientcs B, C, D, E, etc. tandem convergere 
debent , hinc alia via. ad valerem ipsius A appropinquandi patet. 
Quoniam cnin\ hi coefticientes alurnatira per pares, et impare5~p6- 
testates ipsius n definiuntur, sumto angulo quocunque ' A TViO 

(f ~f- "'cos. cty m A -f- B eoa.-ct — f-€-cos. r 2 a D cos. 3 a 

-}- E pos. 4ot+- elc. et 

• (l,r- » cos. a)’ zz A — B cos. a -f- C eos. 2 a — D cos. 3 a 

4 * ■ “ 7 I > *' *.f> r • (M( » 

E cos. 4 a — ctc. -i ‘ 

j His igitur additis prodit. 1 ;; : .* u- ..f r f 

I (1 “h.n cos. ay 4- 1 (1 — " cos. a)* zz A -4- C cos. i st ’ 

~f- E cos. 4a -f- G cos. 6 a -f- etc. ,u ' 

ubi ai pro a scribamus 9 0° — a’> erit , 

£ (i -f- " sim a) 9 -4- | ( 1 — n sin. a) f zz A — C cos. 2 ae 

' '• — E cos. 4 a — — G cos. ( i a. — f-» etc. , o 

unde his additis , semissia terminorum derrao tollitur. Formemot 
plurcs hujusmodi expressiones, ac ponamus brevitatis gratia; 
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GfiPpT* VI, 

i(l •+- w^os. a) v -k J(1,t-/icos.^V*-i( 1 -Kfij8in«*>'^-3(1 — nsin.a> f :z“5f 
£(i + Iicos.fiy — n cos.fi) *-f-i(l -+- nsin.{<)? « *(1 ~ wsin.f3; v :zz?5 
> (1 -*- n,co6.*y /'•*■£(! — n cos.y/’.**i 4 (l 7 *r /isin-V)*-»- -Jfi *-*/isin.:^'fci<5 

etc. 

n> - . ■ n i 

et pro cocHIcientibus B, C, D }/ E* ctc^ scribamys respective (l), 
(2), ( 3 ), (4), ctc. quo faciliu* tetnlinos ab iuilio quantumvis rc- 
inqtos ixpr 4 jvsvptar ; e possimus. . , ^abebimus ergo \ ^ j? .'.'1 

51 m A -j- (4) cos. 4 XW(«) ; boX8 a>«4- (l 2) cos. 12 tt ctc. ’ * 

25 = A - 4 - ( 4 )-cos. 4- $ - 4 - >(8) cos, 0 (3 T 4- ( 12) cos.’ 1 2 fi -+- etc. 

£ — A + (4) Cos. 4y -+- (s) cos\ 8y -V (l 2) cos. 1 2 y - 4 - etc., r « 

, , . . Cl,C *. . -r. 

* — 'i . » . ■ &• — *• - •' -f r * ‘ 

Atque hinc sequentes approximationes adipiscimur. f ' ;m r • r> 

f * j ^ 1 * • « ^ 

I. Si capiamus 4az: J ffeu a zri ~ , prodit ' 

51 m A — • (s) (rt 6) — (2 4) -rf- etc. Ergo 

A ~ 51 -f~ (i) — (i 6) -f- (2 4) — etc. . .. . r 

.• . ‘i , - : j. / . , “ :: t>‘l. ■ '.-V - ' - 

Quare si termini (a) et sequentes ob parvitatem contemni queanty 
erit satis exacte A — 5f. 

* . / - r * 1 *' ' .. tf 

.•.I A " * . ; • r •- • 

II. Sumamus duas series ac statuamus 4a~r et 4(3zzz-r- 

• 7 '• •» ■ • * 

ut sit a ” — et (3 = ent cos. 4 a - j- cos. 4 3 zzz 0 , cos. 8 a -*• 

cos. 8j3~0, cos. 1 2 a-h cos. i 2 p := 0 et cos. 1 6 a - 4 - cos. i 6 j3~— *2 t 
unde sequitur: f \ S Z 

i*! 5H- 23 = 2X~ 2. 2j (32) t-*’. 2 (4^) —J-etc. ^ 

idcoque - v * ~ ’) 

A = J (31 + 2» + (f 6)^ (32) ,4, etc. 
ubi numeri (16), (32) plerumque tam erimt parvi, ut negligi 
queant. - - •• t . 7 r~ • « f ^ •• 

III. Addamus tres series, ac statuamus 4aziz—y 4{3 = ^rt 
Ay 1 = ut sit cc z=z (3 — * ; y — eritque 
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tu 


dkptrt Vi! 


-cos. 1 6 c a ^ 4 - cos: i 6 j3-4-cos. 1 6 y n 0 » 
dos.2 0 a -4-COS.2 u{3-t-cos.2 6y t: 6 
eos.2<4 a-Hcos.2 4»p-+-e©s.2 4yi:-3; 


fcos. 4a*4-eor. 4/3 +• 009 ; 4yr 6 

COS. 8flt-*-COS. 8(3-4- C08v i:: 8yr(i 
CO&.1 2 coaA C (3-4- cos; * 2 z: d 

unde colligitur 

•St sivinuJiifcjp 'oimh <5«: sfcctiii'ra.1 o*p .Trr <<*■) «•/ «• « 

IV. Si haec d^rtnitia<!d ? W6U satis exactW Videatur, addantur 
quatuor ejusmodi; expeesiiones $1^:83» ^itque i-) ■■}:.: 

w repierietur V" e J VV 1 — - 

51-4-83-4- €-4- S) = 4 A — 4 (3 2) 4- 4 (6 4) — ctc. 
ergo multo propius™ rabeiqiba ejti^amiuoiqqtf E)Jrr->7 

A — i (M ■+*"€ ^ £0*- ^ — i. t «umiiiqfio .3 .1 

j < ^ *- t 

o.*: :.I .nG o r ^<1 lia r 1 u>ih> ~*-f — f •- 

,yj-> - - '«.*.) -j- '0 l) — ■ ( ) -T' & -,*■ 

2 93. Ex invento autem valore A sequens B satis expedite 

.r; — - A JjOC&O Jiii. 




B = ^ '-±£/Andn — 2kn. 

„ tt ^ 


r. 5. EnfnrJdcis E-*i'i»s ?njl> smflrmaft .11 



(^-4-2) 


TTrfndn ( i (in- nf)'zH 


, riuliiiMS ojiia 

1 ._ 2-2(l-w J /lf lrf -n/V 
0'"*“ (isti 

C*o£*l IT* j«W '$f . *" f-| 

iatlssn J ts < mi:q hinj miH aup:;.. i.-q, sl ‘ Jtn;iri 

29-4. Cognitis autem coeflkientibus A et B, quemadm&ddih 
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.frA FU Th * Vf. 




= 

- — i ' 't 


Pro bl>e m a -35 


4*- ~ 


n f 


29 5. Integrate formulae 5 <J) f-(-4 4“ n CW; 0} fcer «triem 
secundum sinu9 angulorum 2 <£>,» 3 (£* etc. progredientem «vol- 
vere. ' •* r * 

• is:.--. a {<•;.<{ * »i ,• ); *’ 't Vti 


Solutio, 

•' .1 Ili J • ■ . ' ’ 


Cun» 8itf r :'— ; <: •*: r^v. - — a 

,„.. c = “ «®* &:~4£’ c Pf- ^ V;-- * -<* •». 

+ 1 rr cos. (f) 3 — $ n* cos. <Jr 4~ etc. , 
erit his potestatibus ad simplices cosinus reductis. 

/(l-f-wcos.(|5)z: n ’ r 4-ncos.<J)-J.pt ! ^os. 2t}>4 : |.Jn^co».'3^-f i»|n*co8.-4^ 

-i-w-aw -is* 


. io x . 35 t j- 

. -~£a n t km*l- f. . c. e — 

? — n® 

• **•: j,V.;q n'.u' iNjijWm ut ->• C -nc| 


.r . 

i . 

t\ » l* 


Quare. si ponawu* w . x , t>r ^ • .. * 

/(i 4 - Q> z=— A B cos. (p, -r- Ceos. 2(p-|-D cos. 3Cp — etc 


erit 


4 . ^ 


! . i 


iu \ : - . _ . 

1 n* i 3 n 4 1.3.5 n 6 1.3.5. 7 -n n? . . 
Am — . — * — — ■ * -- v 


. ■ - — b- etip. 


- v «i __ 2, 2 - 2*1* . 4 n 2.4.6 n £ r 2.4,6.ft 8r- 

«onsiderato ergo, .numero' n ut variabili* exit 

s£i= I ■ » + g „*+ etc. =i^ 3 tj 

_ It/ 


Hinc s . u »<ie .integrati» pr*ehct> , 

a — / i „ + C — 'K ' 

; ,:a m — t 'ivc *. f- :> , 7 . ii 

hoc enim modo evanescente n, fit A ~ / i m 0. Tum vero erii 

-i*-": : 173.5 ' . ?v '' * 


A n 




a _ 2 . n -t- . # -r 4 . J -h «w. 

«nde diflerentiatio praebet 




. / ) Ja>. 


1?A CAPUT VI. 

nitdB ( i *»3 4 i *• 3* 4 . i i ■ — * i 

-JdT — 5" n + r4 n +rp“ + etc - — T F-T.) ~ t: 

<r S a { d B =S >;y jnl>~ * integrando ’ ..... 

j 1 j r -t— ** *•* 

# * t 

integrali ita determinato, ut «vanescat posito n zz: 0. 

Quocirca pro binis primis terminis habemus : 

A . . 7 a — a ■/ (t • — nn) _ n i — *V(i — n n) . 

m l et B zn ; 1 ! »•? * J 

ut sit kzzzl\.' At pro reliquis differentiemus aequationem assum* 

. Jjj O > • > ' .v ' -- f \ . ... a : 

tam ‘ ? . . . . 


v »f<' 


. •> 


.... % > . M 


seu 


.«* 4>H-sca<p Sin. 24 ) 1( ( , . 


il 


J-r- 3Dd(J) sin. 3 (P -»-f- 4 EdQ sin. 4 (J) — etc. 




0 = - b «»• <P * i? .*■? 2 <A: ' ' 

— - 3 D sin. 3 (J) -j- 4 E sin. 4 (J) — etc. 

? . ,z . 

Quare per 2 2 n cos. (J) multiplicando prodit : * • i 

0 zz;2nsin.d)— — 2Psin.(l)-4-4C§in.2^ — 6Dsin.3(6-j-8Es?n.4d^ — etc. 

oJa — v 'i [ *•- ^ : 4-2&r*- : + A > v 


Ui9 


-}-2C/i — 3D/t -f-4En — 5Vn 

m. colligiim.»; „ > . ' LA .. . ?« . L» _ A 

Q& jL 4 C jJjja R“ p _L 6» *-2 Cn- p- 61-3D» # 

Cun, igitnr 

C = tum Tero 4 ' ■’;>'* y- . 

D = ! e 

Hinc ei brevitatis gratia ponamus - ^ ^ ~ — m, erit 

Iu* *>i,v x . v .o ~ t \ z:~ A . .« 5*.* ? nt/. j v . nr »./ i 

/(t-f-^icos.^zn-T-/— -f- * mcos.Q — §m 2 cos.,2<J> 

— f~ » m 3 cos. 3 4^ — J m* cos. 4 -f-‘etc. 

JJ * • y , * j<— 1 - ili ‘J4ifc. . J •<***«■* 

ideoquc integralc quaesitum: 


Digitized by Google 


CAPUT VI. 


177 


./9<JW -f-ncos.0)~ Const. — 0/^-4-? ms»n.0 — . Jm*sin.2(j> 
■4-J/n 3 sin. 30 — sin. 40-f-^m s sin. 6 0— — etc. 

‘ » ' i ...... 

Corollarium !. 

* 4 « 

29 6. Quodsi ergo ponamus rc zz 1 , erit mn 1 et 

« # . « * • * • * * 

/(1 -+- cos. 0) zm — /2-4 f cos.0 — *cos. 20 4 J cos. 30— fcos.40-f-etc. 
et 

/(! — cos. 0)zz — /2 — J cos. 0 — \ cos. 20— |cos.S0— |cos.40— etc. 
Cum jara sit 

1 -+- cos. 0 zn 2 cos. | 0* et 1 — cos. 0 “ 2 sin. 1 0*, erit 
/cos. 1 0rz— / 2 h- cos. 0 — * cos. 2 0 -4 1 cos. 3 0— -J cos. 4 0-+- etc. et 
l sin. |0zz— • /2— .cos.0 — |co8. 2 0— *|cos.3 0— Jcos. 40— etc. 
hinc 

l tang. % 0 zr — 2 «os. 0 — f cos. 3 0— f cos. 6 0 — j cos. 7 0^eto 

? ;i • 'I ’ V :. f' r > . 

— -- .. ' LJi . •• r* v 

<•’. II ' i ' I 

••fi .>■ . C. -• . . “J 

»• : . * *» ! J 

t • • • > • • 

X • r • 
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METHODUS GENERALIS 

tj J 

INTEGRALIA QUAECUNQUE PROXIME 
x - •: INVENIENDI. 




v . ■ • — ' 


J*r obtero a 36... 


I . 


, v. ' 29T+ 

r .‘m . . k ‘ * 

oriqulae integratio cujugcunque y—fXdx valorem vero proxime 
indagare. 

: i , 

• 1 • J .» ^.Cv>« * v *. 


'Solutio* 


•:« » 


Cum. omnis formula integralis per se sit indeterminata , ea 
8empcr ita determinari solet* llfc •*> certus quidam valor r 

puta a* tribuatur, ipsum integrale yznjXdx datum valorem,. 
puta b r obtineat. Integratione igjtur hoc modo> determinata,, quaes- 
tio hue redit* sL variabili x alius quicunque valor al> a diversus 
tribuatur, valor* quem tum integrale y sit habiturum, definiatur- 
Tribuamus ergo ipsi 1 x primo valorem. parum ab a discrepantem* 
puta xzna-{-a r ut a sit quantitas valde parva: et quia functio 
X parum variatur, sive pro x scribatur a sive a -j- a, cam tan- 
quam constantem spectare licebit. Hinc ergo- formulae differentialis 
Xdx integrale erit X.r-P- Const. ~ y ; sed quia posito .r zn a, 
fieri debet t/zz.6, et valor ipsius X quasi manet immutatus, erit 
Xa — }- Const. “ b * ideoque Const. zz b — Xa r unde consequimur 
y :zz b -f- X (# — ci). Quare si ipsi x valorem- a -J— cl tribuamus* 
habebimus valorem convenientem- ipsius y, qui sit ac 

jam .simili modo ex hoc. casti definire poterimus y * si ipsi x tri* 
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buatur aliu9 valor parum superans a -f- a: posito igitur ^ 

loco x, valor ipsius X inde onus denuo pro constante haberi po-y 
terit , indeque fiet y — b -+- (3 X (x — a — a). Hanc igitur 
operationem continuare licet quousque lubuerit, cujus ratio quo me- 
lius perspiciatur, rem ita repraesentemus; 

* ; . .• . 1 » 

si x : a fiat X zz: A et y zzz b 

»» % 

si x zz: a' . . X zz A' . . y zz b' zz zb A (a 7 — n) 

si x z ~a'. . X zz: A 77 . . y zzz b" — b' h- A / (a" — a') 

si x “ a" . . X zz : A 7// . . y zz: 6 777 zzz b (/ A* 

t etc. . . j z 

libi valores a, a', a'\ q !/* , etc. secundum differentias valde parvas 
procedere ponuntur. Erit ergo b' zz: b -f- A (a 7 — d) , quippe in 
quam abit formula inventa y zzb-^X (x — a) : fit enim X zzz A, 
quia ponitur x zzz a, tum vero tribuitur ipsi x valor zz: a 7 , cui 
respondet y zz: b'x simili modo erit b" zz: b' -f- A 7 (a 77 — d); tun* 
~ b" -f- A 7/ (« /7/ — «") etc. uti supra posuimus. Restituenda 
ergo valores praecedentes habebimus: .. ; ; 4 .. 

V —b-hACa' — a) > 

£ 77 zzz 6 -h A (a 7 — d) h- A 7 (a 7/ — a 7 ) 

b'" ZZZb.+-A(a'— d)+k\a"— a ') + A" (a"' — a") 

b""zzzb-> r -A ( a 7 — a) +A / (a // — a 7 ) -4- A 7/ (a /7/ — a'' 7 ) A 7// (a 7777 ri 7 ' 7 ) 

• ctc. * 

- t * v •** 

unde, si x quantumvis cxcedct n, series a\ a", a"\ etc. crescendo 
continuetur ad x, et ultimum aggregatum dabit valorem ipsius y. * 

Corollarium 1” : . : 

29 8. Si incrementa, quibus x augetur, aequiilia statuantur 
scilicet zz: a, ut sit a' zzz a -f- a, d' zz: a -j- 2 a, a 777 z= a *+ 3a* 
etc. quibus valoribus pro x substitutis functio X abeat in A 7 , A 7 1 

* ** 
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k /d/ , etc. atque ultimus illorum, puta a-\-nz t ait rz x y horum 
▼ero X, erit 

y zzz. b — {— ct (A — |— A / — J— k // — f— k ,// X). 

% 

Corollarium 2. 

2 9 9. Valor ergo intcgralia y per summationem serici A, k\ 
k" .... X $ cujus termini ex formula X formantur , ponendo 
loco x successive «, a-f-2 a . . . . a-\-n •; eruitur. Summa 

enim illius serici per differentiam ct multiplicata et ad b adjecta, 
dabit valorem ipsius y, qui ipsi xzzza-t-na respondet. 

» • • » * 
t ^ < • * 

Corollarium 3. 

% 

- 30 0. Quo minores statuuntur differentiae, secundum quas valor 
ipsius x increscat, eo accuratius hoc modo valor ipsius y definitur. 
Siquidem termini seriei A, A', A", etc. inde etiam secundum parvas 
differentias progrediantur nisi enim hoc eveniat, illa determinatio 
nimis erit incerta. 


Corollarium 4. 

301. Haec ergo approximabo ex doctrina serierum ita expli- 
catur ; 

Ex indicibus a , a\ a", a"' % ... x formetur 

series A, A', A" k'" .... X 

* 

«ejus ergo terminus generalis X ex formula differentiali 3 yzz.Xdx 
datur. Tum in hac serie sit terminus ultimum praecedens 'X, res- 
pondens indici y x\ hineque nova formetur series 

A (a' — a); A '(a"— a'}; k" (a"' — a") 'X (* — 'x), 

«ujus summa 6i ponatur m S, erit intcgrale y “ /X fix ~ b 5, 
proxime. 
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Scholion i. 

3 0 2. Hoc modo integratio vulgo explicari solet, ut dicatur, 
esse summatio omnium valorum formulae differentialis Xdx, si 
variabili x successive omnes valores a dato quodam a usque ad 
x tribuantur, qui secundum differentiam dx procedunt, hanc diffe- 
rentiam autem infinite parvam accipi oportere. Similis igitur haec 
ratio integrationem repraesentandi est illi, qua in Geometria lineae 
ut aggregata infinitorum punctorum concipi solent, quae idea, quem- 
admodum si rite explicetur, admitti potest, ita etiam illi integra- 
tionis explicatio tolerari potest, dummodo ad vera principia, uti hic 
fecimus , revocetur , ut omni cavillationi occurratur. Ex methodo 
igitur exposita utique patet , integrationem per summationem vero 
proxime obtineri posse, neque vero exacte expediri, nisi * differentiae 
infinite parvae, hoc est nullae, statuantur. Atque ex hoc fonte tam 
nomen integrationis, quae etiam summatio vocari solet, quam signum 
integralis f est natum, quae, rc bene explicata, omnino retineri 
possunt. 


Scholion 2. 

♦ 

3 03. Si pro singulis intervallis, in quae saltum ab a ad a 
distinximus, quantitates A, A', A", A /y/ , etc. revera essent constan- 
tes, integralc /Xdx accurate impetraremus. Eatenus ergo error 
inest, quatenus pro singulis illis intervallis istae quantitates non sunt 
constantes. Ac pro primo quidem intervallo, quo variabilis x a 
termino a ad at procedit, A est valor ipsius X termino a con- 
veniens, alteri autem termino af respondet A / ; unde quatenus non 
est A / ~ A , eatenus error irrepit : cura igitur in istius intervalli 
initio sit X ~ A, in fine autem X zz A'', conveniret potius medium 
quoddam inter A et A' assumi, id quod in correctione hujus metho- 
di mox tradenda observabitur. Interim hic notasse juvabit, pari 
jure pro quovis intervallo valorem tam finalem quam initialem capi 
posse, ubi simul hoc perspicitur, si altero modo in excessu pecce- 
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tur, altero plerumque in defectu errari. Ex quo hinc binas expres- 
siones eruere licet, quarum altera valorem ipsius y nimis magnum, 
altera nimis parvum sit praebitura, ita ut illae quasi limites veri 
valoris ipsius y constituant. Quemadmodum ergo rem repraesenta- 
* viraus §. 30 1. valor ipsius y ~ /Xdx intra hos duos limites con- 
tinebitur 

b -+- A (Y/ — a) -+- A' ( a u — af ) -+- A" ( a J/ — a") -+■ 'X (x — *x) et 

b A \a' — a) A "{af'- — af) -i- Af'\ a ' /J — af') X (jc — ' x) 

quibus cognitis, ad veritatem propius accedere licet. 

S c h o 1 i o n 3. 

- 

30 4. Jam notavimus intervalla illa, per quae x successive 
increscere assumimus , ideo yalde parva statui debere , ut valorefs 
respondentes A, A', A'', etc. parum a se invicem discrepent: atque 
hinc potissimum judicari oportet , utrum illa intervalla af — a , 
a' — af, a'"— af', etc. inter se aequalia nii inaequalia capi con- 
reniat. Ubi enim valor ipsius X, mutando x , parum mutatur, ibi 
intervalla, per quae x procedit, tuto majora constitui possunt; ubi 
autem evenit, ut ipsi x levi mutatione inducta, functio X vehemen- 
ter varietur , ibi intervalla minima accipi debent. Veluti si sit 
X zz: perspicuum est, ubi x proxime ad unitatem accedit, 

quantumvis parvum intervallum , per quod x augeatur , accipiatur, 
functionem X maximam mutationem pati posse, quia tandem sumto 
x i “ 1 , ca adeo in infinitum excrescit. His igitur casibus ista 

approximalione pro eo saltem intervallo , in cujus altero termino 

% 

X fit infinita , uti non licet; sed huic incommodo facile remedium 
affertur, dum formula ope idoneae substitutionis ia aliam transfor- 
matur , vel dum pro hoc saltem intervallo peculiaris integratio in- 
stituitur. Yeluti si proposita sit formula p-^~~~ x3 T f pro intervallo 
ab x zzz i — b) ad x " 1, illa methodo integrale non i'cperitur: at 
posito x ~ 1 — z t Q u * a termini ipsius z sunt 0 et u , erit z 
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i 


auantitas minima, unde formula erit Z 7 ~r? % — r: — vr-, cuius 

* f 1 r(3z — 3zJ-( -zi) V 3 z ’ •’ ‘ 

integrale pro intervallo illo praebet partem, integralis • 

Quod artificium in omnibus hujusmodi casibus adhiberi potest; ipsam 
autem methodum descriptam aliquot exemplis illustrari opus esu 

Exemplum I. 

30 5. Integrale yzzzfx n dx ita suintum, ut evanescat posito 
x~ 0, proxime exhibere* 

Hic est a zn 0 et b nz 0, tum X ~x B , jam Yalores ipsius 
X a 0 crescant per communem differentiam a, ut 6int 

indices 0,ct, 2 a, 3a r A a * . . i x 

series 0, a% 2 n a n , 3 n a% 4 n a” . . . ‘ - x* 

et terminus ultimum praecedens est (x —— a) n , quare integralis 
y ~fx n dx ~ limites sunt 

a [0 -}- a n -f- 2* a n -j- 3 n a* -f- . . . . 4- (x — a) n ] et 

a (aM- 2 n a. 11 4- 3* a B 4“ x n > 

qur eo erunt arctiores, quo minus intervallum ct accipiatuiv Ita si. 
ct “ i. erunt limites: ' 

0 -f- f -f- 2" -f- 3 tt -f- 4 n , -f- (x — 1)” et 

4 4- 2 n -j- 3 U — j— 4 n -f- . •/•.*.* + #*V 

si sumatur az:^, erunt limites 

_L_^ 0 -f- 1 + 2*4- 3* -f- 4" . . . . -f- (2 x — l) n ) tf 

2 4 

‘•^[i 4-2M-3*4-^-f~- 4- (2*)*]; \ “ 

ac si in genere sit st — ^ r erunt limites 

[0 4- I -f- 2* 4- 3*4- 4*4- . . . . -f- (mx — 1)“] et 

i * . 

^ ^[1 + 2»-f-3" + 4 1 '-f- , ^ 
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x , 

quorum hic illum superat excessu ; unde patet si numerus m 

sumatur infinitus, ulrumquc limitem verum intcgralis 
esse praebiturum ralorcm. 

Corollarium 1. 

3 06. Seriei ergo 1 -f** 2*—}— 3” — {— 4 n — f- . . . *4~ ( ma:)' 1 summ* 
eo propius ad (mx) n ' + ' , accedit, quo major capiatur numerus 
m; quare posito mx~z , hujus progressionis 

i -f- 2 n -i- 3 n + 4 n -f- 4- 2 n , 

summa eo propius ad accedit , quo major fuerit nurae* 

rus z. 

Coroliariura 2. 

307. Ex priore autem limite posito mxzrz, eadem quantitas 
z n ~*~* proxime exhibet summam hujus seriei 

* i 1 * , 

o 4- 1 4-2 n + 3 n 4- 4 n 4- . . . -f-(s — i>», 

unde medium sumendo erit accuratius: 

i 4.2 n 4-3 n + 4 n -+-(z — i ) n -s- 1 z n ~^ t 

«eu addendo utrinque § s n , habebimus 

1 -+■ 2 n h- 3 n -t- 4" . . . . . -4- z* ZZ — ~ z"-*" 1 h- i »*, 

71 -f- I • 

proxime ‘quod congruit cum iis, quae de vera hujus progressionis 
summa sunt cognita. 

Exemplum 2. 

— ita sumtum , ut evanescat posite 

a?” i, proxime exhibere . 
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Erit ergo a zz t et b zz 0 , unde si ab a ad x intervallum 
progressionis statuatur zz a, erunt indices 

o, a j-~ cty a — 2 a, ci —|— 3 cc, x % 

et termini seriei 


1 


1 


a n ’ (o-4- a) n ’ (a - 1 - 2 a.) n ’ (a - 1 - 3 ct) 1 


....... — X, 


07 


ubi terminus ultimum praecedens est 


(o: — u) n 

rostrum inteerale sit y zz — . 

6 u n — -i (n-1)^ 1 

tra hos limites continebitur: 


zz X'. Cum nunc 


, ejus valor in- 


a[i 


1 


1 


1 


a r_i 

Lo-*- 


(1 -t-a)* (i +2a) n (1 + 3 «)* 

^ + (l + 2a)» + (i -t-3a) n ^ 


C*7 — a) 




Quare posito az^, erunt hi limites: 

i 

1 1 


m n 

e 

m T ' 


T 1 ,- — 

j_m n (m + 

r tr i 

1 — - H 

[_(m •+■ 1 ) (m +- 


-hl) n (m-*-2) n (m+3) n 

1 1 


i]- 

i_] 

07)" j 


2)* (m- +-3)* (m-t-4) n (mx) r 

qui, quo major accipiatur numerus m, eo propius ad valorem in- 
tegralis 


i 


accedunt. Notandum autem est, 

— I ) x 71 — 1 


n — 1 (n 
casu n zz 1 integrale fore zz Ix. 

Corollarium 1. 

30 9. Ouodsi ponamus m x zz m —f— z; ut sito?ZZ— , pro- 
dibunt hae progressiones: 

24 
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1 , 1 1 . 
J)i n 1 ( * — ) 1 — — 

\m n ^ (m + 2)* 

m n — 1 2 ( — - 

\(m-+- l) n 


> • • . —{— 


(m+a 


+ _ — f 1 _ 1 

* ✓... . o \n 1 


• • • • 


(mn- 2) n (m +- 3) n (m 

quarum summa alterius major est, alterius minor quam 

1 77? ” — 1 (m -t- z) n 1 — m n r 


i— Vt 
s-iyy . 

b). 


77 1 (77 1 ) (777 -+- S) 


* 1 


(/1 1 ) (777 -4- S) 


n — t 


«asu autem /7 “ 1, ha*c expressio abit in /(l + ^. 


idu 


ni io f: „ • o ‘ -j WTllWfl 

— Corollarium 2. 


310. Cum prior progressio major sit quam posterior, erit 
• w ’ 1 ‘ + 

* i 


m n (/71+l) n (777 — J-2) n 


1 


(m -t-z) n 1 7?7 n 1 


> 


(777 -+-Z i) n (77 l)/n n ‘(777-4-S) 


n — t 


Jo 


1 + 1 


(m+l) n (/77 j 2) n (777 + 3) 


»••••< 


LM 

r * 

• ( • m) ^ 4 -r- 

i 

addatur hic utrinque — , ibi vero 

m n 

♦ 

arithmeticum, erit exactius 




1 (777 -+- z) n 1 — m n 1 

< 


(771 — 7— Z) n (?7 — 1 ) 771 n 1 (777 H- Z) 


-\n — i 


(771 -j- Z)* 


, et sumatur medium 


1 1 
+ 


i 

— - + - 

m n (771 -f- 1)* (771 2) n (777 -7- 3) 

(2 777 + 77 1 ) (7T7 + Z) n (2 S + 2 777 72 + 1) 77l n 


1 

— H- -H T 

n (771-K Z) 1 * 


% 1 ! , 


2 (72 1 ) 7?l n (772 -P-Z) a 


quae expressio casu n — 1, abit in J ( 1 + -f- H- 
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Corollarium 3. , 


311. Ponatur znzmv, et habebimus sequentis seriei summam 
proxime expressam: 

11 i .1 

1 f- 


m 


(jn-+- i) n (m-t-2) T 


• • • • • 


m a ( 1 -j- v) a 


(2 /n -f- n — 1)(1 -f- t/) R — 2 m ( 1 -j-O -f- n — 1 
2 (n — 1 ) m n ( 1 v) n 

et casu n zzr 1 

~ -h rin + m'-Ta + = * d + V) 4- 7 

unde si i/ ~ 1, erit proxime 

1 1 i 


1 


771 


n * 


_] __L_ .... -1_ — 

(m — 1) R (r/i — } — 2) n ’ 1 2 n m n 

2 n (2 m —|— n — 1) — Im + n — 1 


2' l ^- , (; t — i) m n 
— -4 I j -- -j- + - — /2 4- 

97i 1 m 1 * m-pa 1 • a m I 


, et 


4 m 


Corollarium 4, 


312. Hinc nascitur regula, logarithmos quantumvis magnorum 
numerorum proxime assignandi , dum series vulgares tantum pro 
numeris parum ab unitate differentibus, valent. Scribamus enim u 
pro 1 -4- k’» et habebimus 


lu — 'm *+" mir “+* 5TT7 + • • 



I Ti, 

a mu* 


unde /m eo accuratius definitur, quo major sumatur numerus m. 


Exemplum 3. 

313. Integr ale /(a sumlum, ut evanescat po- 
sito x zn 0; proxime exprimere. • 

Hoc integrale ut novimus , est y — Ang. tang. *, ad quem 

valorem proxime exhibendum, est a — 0, et 6 — 0; si ergo valor 

** 


* 
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ipsius a: ab 0 per differentiam constantem a. crescere statuatur, ob 

X“ r — , erunt eius valores 

cc-)-xx J 


pro indicibus 0 a 2 a x ; 

ICC C 

— • ♦ • • 

c’ cc + ai’ cc + 4aa’ ...... cc _j_ xjc » 


cujus terminus ultimum praecedens est X “ - - ^ ^ * 

Quare integralis nostri y ~ Ang. tang. * valor proxime est 


«C 1 


4 - 


♦ • • • • 


_i «_ v 

1 c c -f- (x — a) V > 


cc-f-aa 1 cc + ^aa 

alter vero proxime minor, quia hic est nimis magnus, est 

^ C c aa I cc + 4«a ^ cc + ja a ^ ^ cc -f- x x)* 

Inter quos si medium capiatur, ibi a.*-, hic vero a . adji- 

ciendo, propius erit 


a (- 

'cc 


cc cc-j-cta cc-f-4<xa ce-fyaa 

— Ang. tang. ? -+- j Q -+- -7^-77) 

- X x) 


— ) 

CC+XX' 


c 

X 


. x . a (v c 

— An 6- tan S- . -I- ..fcV-t-x. l- 
Pro hoc ergo angulo valorem proxime verum habemus 

o o c \ cc cc+aa cc+400 * 1 cc + xx/ 

aficc -4- x x) 
a c (c c + xx)’ 

qui eo minus a veritate discrepabit , quo minor fuerit a numerus 
ratione ipsius c. Quodsi ergo pro c numerum valde magnum su- 
mamus, pro a unitatem accipere licet; unde posito x~cv t erit 
Ang. tang. v =. c (~ - -+~ — — -1- — -+- -4- CC + CCV J 

(7 -f- v v) 

7 C (l -f- v t) ’ 

idqne eo exactius, quo major capiatur numerus c. 


Corollarium 1 

314. Si ponamus cui, quo casu error insignis esse debet, 

liet 
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( a -f- v v) 
a (i + v v) * 


Ang.tang.icr * -+- ri-, ->- 

Sit v — i , erit Ang. tang. 1 — £ — 1 -f- J — I — I» hincque 

» 

7 r Zd 3 , quod non multum abhorret a vero ; si ponamus c dz 2 , 
prodit 

Ang.tang.td2Q-}- r-A — h r-A— — 1 .... -+- - — ) — 

^ 4+ * 4+4 4+9 4 + 4'U‘u/ 4(t -f- w) * 

unde si v Zd 1, colligitur * 

Ang. tang. . I = f - 2 (} + - J = « - | = £ 

sicque 7 r zd — dz 3, 1, propius accedens. 

Corollarium 2. 

• - . _ . / / 

315. Sit c Zd 6, eritque 

Ang. tang. v — 6 +- • • • • ■+ 36 + 36 v v) ’ 

unde si v zz i et v zz oritur: 

Ang. tang. | — 6 (j % -f- rjg _^"7 -f- 35 + 4 36 +~$) aa » 

Ang. tang. i — b -f- 36 _p 7 -i- jjf^) " a j* 

At est Ang. tang \ -f- Ang. tang. j Zd Ang. tang. 1 zd -p Ergo 

J 12 tJ _L_ ± I 1_\ _J_ JL 3 7 |i»63 7. 695 

4 ~ 36 37 ' 40 ^ ' i5 iao luo 4° 888 * 

seu 7T zd 696 Zd 3 , 13 0 6 . 

232 * 


Corollarium 3. 

316. Sin autem ibi statim ponamus v Zd 1, erit 

\ = 6 (36 + K + £ + ^ — 5 » Ln " 

unde fit 7TZZ 3, 13696 multo propius veritati; plurium scilicet 
terminorum additio propius ad veritatem perducit. 

Problema 3 7. 

317. Methodum ad integralium valores appropinquandi ante 
expositam, perfectiorem reddere, ut minus a veritate aberretur. 
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Solutio. 


Sit t/zz/XD-r formula intcgralis proposita, cujus valorem 
jam constet esse y zz b, si ponatur x ~ a , sive is fit datus per 
ipsam integrationis conditionem , sive jam per aliquot operationes 
inde derivatus; ac tribuamus jam ipsi x valorem parum superantem 
ilium a , cui respondet yzzzb, tum vero fiat X~ A , si ponatur 
x zz a. In superiori autem methodo assumsimus , dura x parum 
supra a excrescit, manere X constantem zzA, ideoque fore fXd-i- 
A (x — a). At quatenus X non est constans , eatenus non est 
_/\'3 rzX(x — a), sed revera habetur yXdx~\(x — «)— JXx— a)9X. 
Ponamus igitur r)XzzP,)r, eritque f(pc — <£) c)X zz/T (x — 
tt si jam Pzz^-, quamdiu x non multum a excedit, ut constan- 
tem spectemus, habebimus fP (x — a ) dx ZZ J P (x — a) 2 sicquc 
fiet y zz /X7)x zz b X {x — a) — | P ( x — a)~, qui valor jam 
propius ad veritatem accedit, etsi pro X et P ii valores capiantur, 
quos -induunt vel posito x zz a , vel posito x zz a -f- a , majore 
scilicet valore , ad quem hac operatione x crescere statuimus: ex 
quo hinc prout vel x zz a vel x zz a -f- a ponimus , geminos li- 
mites obtinebimus, inter quos veritas subsistit. Simili autem modo 
ulterius progredi poterimus* cum enim P non sit constans, erit 
/P (x — a) r).r zz ~ P (x — d/ — \f (x — a) 3 dP , unde si sta- 
tuamus <)P zzQ^r* erit f(x — (ifdP — /O (x- — d) 3 dxzzz^Q(x—o) 3 i 
si quidem Q ut quantitatem constantem spectemus, ita ut sit 

y zz /Xd x zz b -f- X (jx — a) — | P (.r — dy -j- j.i Q (x— 
Eadem ergo methodo si ulterius procedamus, ponendo 


37 . p — 3'x, Q 


jJ P ; Rzz^; Szzf ; ctc. 

ii’. dx' d x ’ 


*v — °y . p — 

— dx’ 1 — 0 x » 

inveniemus 

y zz b — j— X (x — a) — i P (x — dy -f- ■. Q (x — a) 

■ - ra 11 < x — «> 4 + rxrs s - a > 5 - etc - 


Digitized by Google 


CAPUT vir. 


191 


quae series vehementer convergit , si modo x non multum superet 
a, atque adeo si in infinitum continuetur, verum valoretft ipsius y 
exhibebit, siquidem in functionibus X, P, Q, R, ctc. valor extremus 
x “ a -f- a substituatur. Nisi autem eam seriem in infinitum exten- 
dere velimus , praestabit per intervalla procedere tribuendo ipsi x 
successive valores a, a\ a", a a"", ctc. ac tum pro singulis 
valores litteris X, P, Q, R, S , etc. convenientes quaeri oportet 
qui sint, ut* sequuntur : 


fuerit 

x 

= 


< 

a'" 

« ,v . 

« V , 

ctc. 

fiat 

X 

— A, 

A', 

A", 

A'" 

A IV , 

A v , 

etc. 

ax 

dx — 

P 

= B, 

B", 

B 7 , 

B'", 

B IV , 

B v , 

etc. 

ajp 

d x 

■ Q 

=c, 

C', 

C", 

C'" 

C IV , 

c y , 

etc. 

30 _ 
dx , 

;R 

— D, 

D', 

D" 

D"', 

D IV , 

D v , 

etc. 


ctc. 

tum vero sit 

y zr b, i /, b", b"\ b™, b y , etc. 
quibus constitutis erit, ut ex antecedentibus colligere licet r- 

b‘ ' b — |— A' ia! — a ) — ^B / ( ci ! — ci )*— |— ia! ——<2 

— A D' ( a' — a )* -f- ctc. 
V — b' -\-A" ia" — a' ) — \B" (a" — a' )’+ > C" (a" — a' ) 3 

(a ' — a' )'* — b etc. 

b'" ~ b" 4 - A"' ia"' — a") — |BV — a" )H~ £C " V"— a" ) 3 

— ± D"' ia'" — a" ) 4 + ctc. 
5 IV — ft"' -bA^ (a IV — a //x ) — |B IV (a IV — a w ) 2 -bi C IV (a lv — a /v ) 3 

b . — b D* v (a IV — a 7 ") 4 + etc. 

. -a T 

etc. 


quae expressiones eousque continueniur, donec pro valore ipsius x 
quantumvis ab initiali a discrepanto, valor ipsius y abtmeatur. 
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Corollarium 1. 


318. Haec igitur approximandi methodus eo utitur Theoremate, 
cujus veritas jam in calculo differentiati est demonstrata, quod si y 
ejusmodi fuerit functio ipsius x , quae posito x “ a, fiat “ b 9 ac 
statuatur 


d y . y d X __ p d P 
d x * d * ’ d x 


Q, 


30 

dx 


in R, etc. 


fore generaliter : 

y = b 4- (x — a) — | P (.r — a)* -f- £ Q (r — a) 3 

— ^ R (x — a) 4 £ S (x — a) 5 — etc. 


Corollarium 2. 

319. Si hanc seriem in infinitum continuare vellemus, non 
opus esset, valorem ipsius x parum tantum ab a diversum assumere. 
Verum quo ista series magis convergens reddatur , expedit saltura 
ab a ad a; in intervalla dispesci, et pro singulis operationem hic 
descriptam institui. 


Corollarium 3. 


3 2 0. Si valores ipsius :r ab a per differentias constantes 
a crescere faciamus, sitque ultimus a-\-na.znx 9 ita ut 


si fuerit 

x m a, 

a -f- a, 

a — j— 2 a, a 

— j— 3 cCf . . . 

. n: 

fiat 

X — A, 

A', 

A v , 

k'" 

A ^ • 

. X 

dx 

d x 

Pz=B, 

K 

B", 

T}4'/ 

15 , ... 

. P 

dP 

d* 

Q — C, 

c' 

C", 

p/// 

* Q 

3Q _ 

d x 

R=zD, 


V", 

D 7 ", . . . 

. R 




etc. 



indeque 

y = b, 

y, 

b"> 

. . . 

• 

erit pro 

valore x 

~ x omnes series 

colligendo: 
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y — b -f- a. (A A 7/ 4— A //y 4— . • • . 4~ Xi)t 

— | a 2 (B / -f- B" 4 - B " -+- . . . . 4 - P) , 

4~£ a 3 (C 7 4- c' 4~u // 4- • • • • -HQ) 

— ( d / +d / -4-d // + • • 4-R) 

■CtC. 

S c h o 1 i o n !• 

132 i. Demonstratio theorematis Corollario i. memorati, cui 
haec methodus approximandi innititur, cx natura diflerentialium ita 
instruitur: Sit y functio ipsius x f quae posito x ZZZ «, fiat y zz b; 

et quaeramus valorcm ipsius t/, si x utcunque excedat a: incipiamus 
a valore ipsius maximo, qui est x, ct per diiiearentialia descendamus; 
atque ex diflecemialibus patet: .« 


si fuerit x 

fore y > •’- 

x — d x 

y — dy 4- ddy — 3*2/4- d 4 y — eto, ’ . - 

x — 2 dx 

y — 2dy-\-Sddy — 4 d 3 t/ 4" b d 4 y — ete. 

x — 3 dx 

0 

^ V 

y — 3dy 4- 6 ddy — 10 d 3 */ 4- d * y — * etc~ \ ; 

'• • • 

0 

0 

x — ndx 

• * 

* * • • 


Ponamus nunc x — ndxzzci^ erit'n~-^— , ideoquc numemi 
infinitus; tum vero valor pro y resultans per hypothesia esse debet 
m b , quamobrem ‘habebimus 

. (r — a)dy (x — a)*ddy (r— «) 3 d 3 y (x—a)* d*y 

d '■ dx - i.2dx z : i.2.3cte 3 • t.‘2.3.4dx A . . 

. < 

25 


v 
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GAPUT VII. 


Quod si jam statuamus 


d y dx p 

dx ’ 3x ,* —l ’ 


a? 

dx 


O, 


§<? n 

dx — R ’ 


etc.. 


reperimus . ut ante : 


?/— 6-t-X (x — a) — |P(x — df-\ £0(x — «) 3 - — ^rR(x — «) 4 -f-ctc.. 

i 

Unde patet, si x quam minime superet «, sufficere statui y ~ 6 
X (x — d) , quod est fundamentum approximationis primum pro- 
positae , illius scilicet limitis , quo X ex valorc majore ipsius x 
definitur. ’ 


S c h o 1 i o n 2: 


i» 


. 322. Quemadmodum' hoc ratiocinium nobis» alterum- tantum 

/ 

limitem supra assignatum patefecit, ita ad alterum limitem hoc ratia- 
cinium nos manuducet. Scilicet, uti. ante ab. a: ad. a. descendimus.,, 
ita nunc ab , a ad x- ascendamus , 


si abeat a • 
in a -f- da 
a -+• 3 d o 
q -}- 3 da 


tum b abibit' in’ 

6-f- db 

b — f- 2 d b — f-r 336- 

b , —4* 3 36 - { » ■ - 3 d d b ■ { v 3^ 6’* 
% 


r-} - »- nd o 


b ndi + -i- 


Sit jam . a ~4> nda zz; x, seu : n nz , et valor ipsius & fiet — y: 
Sint autem A, B, C,. D, etc k valores., superiorum funotionum X, P., 
Q, R, etc. si loco x scribatur a, eritque pro praesenti casu 
A ~ B n; ; G zn etc. Quocirca habebimus 

UJ=Z b -4* A (x —• d) + 1 B (x — a) a -4 1 C (x— a) *_4 -L D (x — a) 4 -f e tc. 
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quae series superiori praeter signa omnino est similia; ac si x 
parum excedat a , ut b -f- A (jx — a) satis exacte valorem ipsius 
y indicet, hinc alter limes supra assignatas nascitur. Ouodsi autem 
progressura ab a ad x, ut supra •§. 32 0. in intervalla aequalia 
secundum differentiam a dispescamus, et termini in singulis seriebu$ 
ultimos praecedentes notentur per 'X, 'P, 'Q, 'R, ctc. habebimus 
,pro y quasi alterum limitem 

} = n (A+i' + A"+ +'X) 

4-ia a (B-t-B'-|-B"-H . . . . 

-j- 5 a 3 (C — (— c' — i— c" + . . -h'Q> 

+ + 

eto. 

ilta ut etiam in hac methodo emendata binos habebimus limites , 
inter quos verus valor ipsius y contineatur. Propius ergo valorem 
assequemur , ’ si inter hos limites medium arithmeticum capiamus; 
unde prodibit 

y-b+ a ( A-+- A 7 -» . . . . | a(A-t-X)-»- J a 3 (B — P) 

£ a 3 (C-4-C'-i-C // -t- . . . . h-Q)~ ~ a 3 (C + Q)+ ± a*(D~R) 

h- — x 5 (E -t- E'+ E 7/ -+- U- S) - -f a 5 (E + S)+-f- a 6 (F —T) 

etc. 

w 

Atque hinc superiores approximationes tantum addendo membrum 
1 a 2 <B — P), non mediocriter corrigentur. 

• * 1 * . ♦ 

Exemplum 1> 


32 3. Logarithmum cujusvis numeri x proxime exprimere. 
Hic igitur est y m J — , quod integra lc -ita capitur, ut eva- 
nescat posito x zzl 1 : erit ergo azz i , b zz 0 et X cn ^ , Suma- 
jam, ab unitate aci x per intervalla ZZL a ascendi , cl cum sit 

ri X I „ r)-P 3 n dO 6 • »• 


mus 


dX _ 


P=z 


d x 


X X 


Q ii 1 — JL . R 2. • 

‘ d x *3 * d X x* ’ 


pro 


indi* 


cibus 


** 


x- 


i 
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x 


i; 1 -j- a;- i;-f* 2 «; i-f-3a;.. . . * . x, erit' »» 
v ^ 1 1 ; 1 _ i 

7~H- a’ i -f- 2a’ i + 3a’ x 

111 1 * 

P ^ — i; 

XX 


(i+a) 2 ’ (1 -t-2a) a ’ (i+3a) 2 ’ 


Q= 2; 

• / 

R — — 6; 

i 

unde,- adipiscimur 


2 


2 


(1-4-a) 3 ’ (l-f-2a) 3, '(l-+-3a) 3> * 1 X 3 

6*6 6 ' 6 
(T+a) 1 ’ (l-+-2a) 4> (l-f-30) 5 ’ * ’ ~ x k 

etc.. 


v3»\ 


2 , 2 
-55 •••••+* 


1 , 1 

a [1-+- -f- 


1-HCt 1— v - ** i Ct . . » 1 v -f -3cc^ 


-1, 

07 


•> I * f 

t • 


“i* (‘ -~) 


1 , i 

-r+ 


H 3] 


• ' d+ 2 a > 3 ' (i+ 3 C o 3 ' ^ 


** 4 a 5 [lM — * — ~tH - — - — — - r-i-. .... . h — ,] 

5 ' L (1-f-a) 5 ( 1 -h 2 a) 5 (l-f-3a) g x 5 

-- 1 -aVl-f--^) — -^a 6 (l — 1 ): 

10 \ x a/ 12 \ /pO/- 

etc.. 

Quare si sumamus . a zz: ^ , erit: 


, _ * * 1 

Jx ^ -4 

m. m - 4 - 1. m -+- 2' 

(07*4-1) (07 07 — 1 ) 


1 

ma; 


2.nix. 


4 mmxx 
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“4~|t — 3 H 

* m 


i 


• 7 i 'i ab 


(m-i-iy Am+1 2M 

(x $ -+ i > (JP 4 — 1 ) 


(m*#) 


f 


-i-ir — 


6/w 3 u? 3 . 

1 

(«*.■*■ |) 5 
Cr 5 -+- 1) 

1.0 m 5 x & 


.8 m\x k 

i 

1 

\/u-b2) 5 ' + ' 

Qr 6 —Q 
1 2m r ’^ 

etc. 


Xwa?) 


ii . 


. C o r o l i a rium. , .. ► 

3 2’4; S» hac progressiones in infinitum continuentur, erit pos- 
tremarum partium summa: 

primarum vero z; i / unde cura sit 

1 2 m — i 

/a; _i_ I / m *±LL _l_ 1 / !lrzl — I / gO? * *+- . » ) 

* ^ (jji — i) * ' ^ wi — i ^ m — }— i * 


erit’ 


= , / !_ 

m-+-i \n-+- i 


1 




1 


m -■»- 2 m -t- 3 
i 1 


1 ' 1 \ 

*+"*> ■ » • -4- — — ) 


mx 

i 


'(m-t-1) 3 (;m-4-2) 3 (/«4 3)‘ 

, .1 1 1 

+ ?Grr 


/n 3 r 3 


3) 


£ 


— L_) 

-m* x 


* Xm-j-Q 5 (m*-2) 5 (m-H- 3) a 

etc. 

quae expressio adeo*, si in* infinitum continuetur, verum valorem 
,o g. — praebet 

Exemplum 2. 

3 2 5. Arcum circuli cujus tangens est zz * Aac methodo 

C 

proxime exprimere. * * - . , 
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caput vn. 


Quaestio igitur est de integrali t/ ZZ. f 
0 
X 


edx 


quod posite 


no zzz 0 evanescit; eritque a zz-O, et tum vero 

e t» dX — ac* t)P — it (c c — S y x) 

dx (cc-f-x x)3 

. c on. " " ' ’ "- 1 ” " ‘ 

> S 


cc-f-xx’ dx (cc-f-xx)*’ dx (cc-f-x x )3 ’ 

n d Q __ 6 -c x (3 C c — 4 x x ) . c oR Sc (3 c 4 — 33 cc xx -f- ao* 4 ) 

11 dic (cc + jx)+ » 5 dx (cc-f-xx)* » CtC< 


quae formae in infinitum continuatae dant 


c-x 

y c c i— xx > 


cx 3 


c x3 (cc — 3 x x) 


cc-4-xx 1 (cc-f-xx )* 1 3 (c c -f- xxV 

■ c a? (3 c4 33 C c x x -f- co x4) 
f t*. 


c x? f5 c c — 4 XX ) 
4 (c c -f- x x)4 


etc. 


ao (cc -f-xx)* 

Verum si x per intervalla zn 1, ut sit a zn i, crescere ponamus, 
erit 


A r B Z 0 ; 


C “ 


-a cS 

is- ; 


d = 


0; 


1 / c _ tj/ a c . p/ _ — a c (c c — S) , |y . _ 6 c .(3 c c — 4 ) . 

A — cc-hi * “(cc+.)** ^ — (c c -f- i )3 * ^ - (cc-f-i )4 ’ 

K" - 


cc-f- 4 ’ 

A /7/ - — ; B 7// - 

c c -f-g 7 


T}// _ — 4 C . /-*// ac(cc— ia). J^// __ 13C(5CC— |S)„ 

° ^ - (cc-f-'4)3 » ^ - (cc+#'’ 

p/// „ — ac (cc — 37) # w,/ _ 18 c (3cc — 36 ). 

(c c -f- g)* * *“ (c C -f- g )3 * 1 


(0 c -f- 4 )« 
/✓/ — - — 6 c 


^ — cc-fxx’ 

ibincque 


P z 


• — » e x 
(cc-f-xx) a ’ 


•* O — — ac fcc— 5 xx) 


.(cc -f- xx)3 

y ~~~~ ^ C C ^ C C -f- I ^ C C - 4 - 4. ^ ' C C -f- 9 f ’ * * ^ cc-f-x* 


• P — 6 c*f5cc-4x x), 
’ (cc-f-xxj+ * 

) 


2 C 


c y 

a (c c-f-xx)* 


a (cc-f-xx) 

_ c /■ 1 , cc^— J5 cc — i q cc — 37 , | cc — 5 xxs. 

3 >c4 i (cc-f-i)3 ! (cc-f-.|)3 ' (cc-f-g)3 > * * * ' (cc-j-*x)'3./ 

_j r _j c(c c — 3 x x) cx(3cc — 4 XX ) 

“T - 6c3 1 6 (c c -f- x x)3 8 (cc-f- xx)4~ 

etc. 


Corollarium. 

3.26. Posito ergo czzxzz 4, ut fiat 


y zz Ang. tang. 1 erit 
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4 ♦ ‘7 ]+* al *+" J S 7*8 

4 t 1 i '3 i 4 u 3a \ , i 


* (— _4_ Ji _l 4 1L ll\ _1_ * « L 

' 3 Va56 « 7 3 ~ao 3 a 63 SxiJ “l" 3Sl ^ ,jJC ~i ttl^sSA •» 

cujus valor non multum a veritate discedit;, sed haec exempla tan- 
tum illustrationis causa afterro, non ut approxiniatio facilior, quam 
aliae methodi suppeditant, imlc expectetur. 

Exemplum 3i % 

f 

32.7. hitegrale yzn J*. - — itet swrttum , ut evanescet' 

Bos ito x — 0, vero proxime assignare. 

Per reductiones, supra expositas est 


/ 


x d -T. 


I * 


X 


— * x — J' e ' 


4 

r 

et pars e * x evanescit,, posito x zz: 0. Quaeramus ergo ifite- 

giale z — fe x ox, quia eo invento habetur y zr e *rc— - z; ac 
supra jam observavimus, alias methodos approximandi in hoc exen> 
pio fi usta a tentari.. Cum igitur , posito x zzr 0, evanescat z , erit 

«zz 0 ef b zz: 0, tum vero IziT* ; hineque V~\ x '~e 

* a x 

0 — v— zz: e * Y— —) . r — ,— 5 /i 6 , 6 \ 

3* * 3 * K — 3 * — * (*< — -r 55); 


I 

* 


S-— ?-* — 


XX 
6 


dx’ — 46 X (i? x7“^"x 6 ? — */) e4c*>- quibus» valorihus in in- 

finitum continuatis, erit 

2 ZZ e ..r, — 1 r+. 1^3 / * — *) !rX*(- £. , * 

6 **' ■ 34 '* 6r “ xS *4/ seu 

L + =*<£-5 J . 

~ f »-*+&- a)-iCs-5> «•) - i - ^)f 

L- fc* X 3 •* + ' ii - '— 1 20 ) -f- etc. J. 
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CAPUT vn. 


quae series param convergit, quicunque valor ipsi x tribuatur. Per 
intervalla igitur a 0 usque ad x ascendamus , ponendo pro x 
- successive .0, .a, 2 a, 3 a, etc. ubi notandum fore AzzO, B — 0, 
C zz 0, D z: 0, etc. ac regula nostra praebet: 


I 

z zz a (<? 2 “-i-e Sa -£, ...-+-e *)' — £a<? * — *a*e 

+ 1 -1” * Qi -£) + “ = Cjs» ~ &) + 

-i» - A «* ~ * (3 - 5) - s »*■ ~ 


t 

2CL 


V 

3a 


x 


3i hinc valorem ipsius z pro casu x zz t determinare velimus, et 
pro a fractionem par.vam assumamus, Jiabebimus: 


Z ZZ - (c 
n \ 




n 

i 




n 

3~ 


-f- e 


■(-?) 

X 

. i*n3tf Vj8n4#* 


- 


:U 

c ' «♦. 


-• • -4- € — 

J ane 

n 

n 

~ r <r& 

| + • > « « + ■€ , ^ 


4 ane 


_| i 

' ia 4 'AA 1 


:5i hic pro n sumatur numerus mediocriter magnus *vel uti 1 0 , 
\Vafor- ipsius z ad partem millionesimam unithtis ‘exactus reperitur, 
.ac vicies exactior prodiret, si pro n .sumeremus .2 0. 


S c h o il i o n i . 

32 8. Hoc exemplum sufficiat eximium usum hujus methodi 
approximandi .ostendisse. Interim -tamen occurrunt casus, quibus ne 
; hac quidem methodo uti lioct , etiamsi totum spatium , per quod 
variabilis x crescit , in minima intervalla dividamus; Evenit hoc, 
quando functio X pro quopiam intervallo , dum taiiabili x cer tus 
quidam valor tribuitur, in infinitum excrescit, cum tamen ipsa quan- 
ikas jntegralis yzrzfXdx hoc casu non fiat infinita,: veluti si fue- 
ifit y~ ubi quae posito ar zz a fit infi- 

nita, integrate ycuo' y = C — 2 / (a — x)\ hoc casu est finitura. 


i 


i 

i 

i 


i 


i 


! 
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Hoc autem semper usu venit , quoties hujusmodi factor a — x in 
denominatore habet exponentem unitate minorem , tum enim idem 
factor in integrali in numeratorem transit; sin autem ejusdem facto* 
ris exponens in denominatore est unitas , vel adeo unitate major, 
tum etiam ipsum -integrale casu x ~ a fit infinitum, quo casu quia 
approximatio cessat , hic tantum de iis sermo est, ubi exponens 
unitate est minor; quoniam tum approximatio revera turbatur. Ve- 
rum huic incommodo facile medela afferri potest, cum enim diffe- 


rcqtialc ejusmodi formam sit habiturum 


Xdx 


t existente X< /a, 


(« — 

ponatur a — x “ z' 4 , ut sit x zzz a — s u ct dx — — [A z fX ~'d z, 
et. differcntiale nostrum erit “ — jaXz^ x 'dz, quod casu x~ ~a 
seu z ” 0, non amplius fit inGnitum. Vel quod eodem redit, pro 
iis intervallis, quibus functio X fit infinita, integratio scorsim revera 
instituatur, ponendo xzzza^- o), tum enim formula Xr)x satis fiet 
simplex ob oo valde parvum, ut integratio nihii habeat difficultatis. 
Veluti si valorem ipsius y — f y^ a 4 ~ X ^ per intervalla ab x ~ 0 
usque ad x ~ : a — a , jam simus consecuti, pro hoc ultimo inter- 
vallo ponamus .r=a-u), et integrari oportebit , 

quod ob u valde parvum abit in 


dja Y a 
a 


o V a r ^ _ io 7 (0 tox 
Y w V a a f 8 a aJ 1 


cujus integrale, sumto oo zz: ct , est 

/ aY a 7 a aY rt 

V .P’ ^ 6 Ya ' 4 a aY a * 

quod si ad piares terminos continuetur, non solum pro ultimo in- 
tervallo sed pro duobus pluribusve postremis , ponendo “ 2 a. 
vel 00 zz 3 a adhiberi potest. Pro quibus enim intervallis denomina- 
tor jam fit satis parvus, praestat hac methodo uti, quam ea quae 
ante est exposita. 


S c h o I i o n 2. 

3 29. Interdum etiam illud incommodum occurrit, ut denomina- 
tor duobus casibus evanescat, veluti si fuerit y — f v ^ — F) > 

26 


Digitized by Google 


202 


CAPUT - VII. 


ubi variabilis x scmper inter limites b et a contineri debet* ita ut 

cum a b ad a creverit, deinceps iterum ab a ad b decrescat; interea 

autem intcgrale y continuo crescere pergat , cujus igitur valor per 
intervalla commode determinari non potest. Hoc ergo casu in sub* 
sidium vocetur haec substitutio x zz ± (« ~f- b) ~ £ (a — b) cos., 0, 
qua fit Dx zz -}- :] (a — b) r)0 sin. <0 , et (a — x) (x • — b ) “ 

[£ ( a — b) -}- \ (a — b ) cos. <0] [g ( a — b) — | (a — b) cos. 0], seu 

(a — x) (x — b) — i (a — b) 2 sin. 0 2 : unde oritur y zz y'XD0, 

quae nullo amplius incommodo laborat , cum angulum 0 continuo 
ulterius aequabiliter augere licet. Hoc etiam ad casus patet , ubi 
bini factores in denominatore non eundem habent exponentem , ve- 

X dx 


luti si fuerit y 


■f 


aX 


ita ut jx et y sint 


]/ (a — x )** ( x — by 
minores quam 2 A , quem exponentem parem suppono. Si jam 
jut et v non sint aequales sed y < u. , ad aequalitatem reducantur 


aX 


hoc modo, y 


r\7)x y' (x — b)^~ 


■■/* 


Quodsi jam ut ante po* 


y' (a — x^Cx — b) 11 

natur x zz £ (a -f- b) — \ (a — b) cos. 0, obtinebitur 

a X — p. — » X — fi. 

/Xc)0 sin.0 (l — cos. 0) a x y 


u — * 


*=(•-=*) 


a\ 


ubi angulum 0 quousque libuerit continuare et methodo per inter- 
valla procedente uti licet. Quibus observatis vix quicquara amplius 
hanc methodum approximandi remorabitur. 
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. DE 

VALORIBUS INTEGRAI.IUM QUOS CERTIS TANTUM 

CASIBUS 'RECIPIUNT. ■ 


Problema 38* 

» . 

330 . 


ntcgralis / — valorera, quem posito r z: 1 recipit, 

J y (t — xx ) 

assignare , inlcgrali scilicet ita determinato , ut evanescat posito 
x — 0. 


Solutio. 


Pro casibus simplicissimis, quibus m ~ 0 vel m 
mus posito x zz 1, post integrationem 

7) x rr f x7)x 

x) 


i , habe- 


f ' ** x * et f i 

J y (1 — xx) a C J y (1 


-rl 


y 1 1 — x x) * j y ( l — x x ) 

Deinde supra §. lly. vidimus esse in genere 

/ x m+i ^ x m r x n ~~ l Dx 1 , 

— / x n )/ (i — 

y ( 1 — xx) m-t- 1 j ]/( 1 — xt) m-t- i 

casu ergo x — 1 erit 

Dx m /• x n ~ 1 3 a? 

i/ ( 1 — a? x) m -f- 1 j ]/(i — x x) ’ 


xx); 


■j/ ( 1 — xx) m-}- 

unde a simplicissimis ad majorcS exponentis m valores progredien- 
do obtinebimus; 
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r dx 

J — 

/, 

/i 

/, 


V |/( 1 — xx) 
x 2 Dx 

|/ ( 1 — xx) 
a, 4 Dx 


}/( 1 — ax) 


a: 6 Dx 


- ]/( 1 — .rx) 

C x 8 dx 

J y\ 1 —xx) 


7 r 
2 

1 7T 

2 * 2 

1.3 T 

2.4 ‘2 

1.3.5 it 
• 

270 T 

1.3. 5 . 7 7 r 

2. 4. 6. 8 '2* 


an 


X 1.3.5 ... C!?/7— 1 ) 7T 

2 /z '2 


}/' ( 1 -xx) 2 . 4.0 


/ 


xDx 


j/( 1 — xx) 

r x 3 dx 

J |/(1 — xx) 

/ X 5 Dx 
^(1 — xx) 

/ ’ x 7 D x. 
yX i — xx) 
P x 9 c)x 

J i/d-7 




2 

A 

2.4 

3.5 
2.4.6^ 

T.b~i 

2. 4. 6. 8 


|/(1 — xx) 3. 5. 7-9 




fc an+l Dx 2.4.6 


2 ;i 


j, (1-xx) 3. 5. 7 . . . (2 >i~t- 1) 


Corollarium 1 . 


_ P x™ d x 

33 1. Intcgralc ergo / , posito x ~ : i , alge- 

J V (l — xx) 


x m D x 

W 

braicc exprimitur casibus , quibus exponens m est numerus integer 
impar; casibus autem, quibus est par, quadraturam circuli involvit; 
wmper enim 7r designat peripheriam circuli, cujus diameter — 1. 


Corollarium 2. 


dJt: ; 


3 32.. Si binas postremas formulas in se multiplicemus pro- 


/ x an Dx r x* n *'dx 1 7r 

y (1 — xx) J y (i — xx) 2 /1 — i 2: 


x an *P' dx 
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posito scilicet x zzz i , quam veram esse patet, etiamsi n non. sit 
numerus integer. 

Corollarium 3.. 


333. Haec ergo aequalitas subsistet, si ponamus x zzz , 
iisdem conditionibus, quia sumio x zzz 0 vel x z: 1 fit z zzi 0 vel 
sczzz i. Erit ergo 


yy 


f s 5 ' lv + v “' dz f dz 1 . 7 r 

J / (1 — z ” 7 * J | / (1 — s 9¥ > 2n -f“l ‘ 2 ’ 


et posito 2 n y -j- y — i zzz pt, fiet posito z zzz i 

r z^dz r z"^ dz 1 7T 

J v ( i — z”) * J 


]/( 1 — - av ) vCpi-f- 1) 2 
S cho lj on 1 . 


3 3 4. Quod tale productum binorum integralium exhiberi 
queat, eo magis est notatu dignum, quod aequalitas hacc subsistit, 
etiamsi neutra formula neque algcbraice neque per 7T exhiberi queat. • 
Veluti si v zz: 2 et jul zzi 0, fit 


r dz 

J V (i - 

similique modo: 

K ZZZ 3, p. =z 0 
v ZZZ 3, jx zz: 1 
v zzz 4, jx zz 0 
v zz: 4, p. zzz 2 
v zz: 5, /x zz: 0 
k zzz 5, p. “ 1 




^ r 3® /• z? r)z T -jr 

7 V'(. • 7 V(. - z 6 ) 3 * T 6~ ; 

T zdz r s43z t «jt tt ^ 

y i — z 6 ) * y y(i — z^) 3 ' a >a* 

r t T & z r z4 9s T 7T TT 

111 y i'(. - z8) • y ?( 7 ^s) — 4 • r — r » 

c r Zzdz f z^dz I IT "7T 

y V (i — z^j *y V ( i — z$j ia ' a a4* 

r (5 z r z*5z , 7 t ir 

y /(,_■*«») * /y (,-»«•) — 5 • r — 

fit f zc> z /• z”3z i ir tt • 

nt y v(i-z'°) - y /(«-**•) — » • r — 43 » 
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CAPUT VIII. i 


0 

_ x. , • o n, . f zzdz r zl Dz » m ir 

V 6, jl. 2 fit jf — x 10 ) •//(«- z"') .5 * a ' 3o’ 

v — n , (A — 3 fit J ^ _ z ,oj • J ~ • — — /)0 i 

quae Theoremata sine dubio omni attentione sunt digna. 

S c li o 1 i o n 2. 

• > e > ► • • 


f x m r) .e 

33 5. Facile hinc etiam colligitur valor integratis f — 

v > * J y (t'" ‘OCX} 

posito x “ t, si enim scribamus xzzlzZj fiet hoc integrate 

f z am dz . . . 

2 — ; quocirca pro casu x ZZL i nanciscimur sequentes 

7/(1 23) 

valores : 


r a x 

f s “ 7T 

7 y (x — xx) 

/ xdx 

l/(x — xx) 2 * 71 

f 


x 2 D .r 


/(a;— avr) 2.4 

j' x^Dx 1.3.5 r 

J j/(x — xa) 2.4.6 ^ J 


h 


x*dx 


1.3. 5. 7 


7r; 


(x * — xx) 2.1.6 .8 

r x s dx 1.3. 5. 7. 9 

J i/ (x — xx) 2.4.6.8.10 


x m () x 1.3.5 . . . ( 2 m — 

y (x. — xx) 2.4.6... 2 ?n 


O 


TT. 


Hinc ergo integratium hujusmodi formulas involventium, quae magis 
sunt complicata, valores, quos posito x zzz 1 recipiunt, per series 
succincte exprimi possunt, quem usum aliquot exemptis declaremus. 


Exemplum 1. 


33 6. - Vcilar em integratis J y~^zz ^ > posito x — 1 , />«" 
seriem exhibere . 

f * 

Integrati detur haec forma y*y-r xx) ut ha- 
beamus • • 
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| xx 


i.3 >3-5. _6 „ 


/ X ' — ~^Tk X -f- ~7k n '* 

2-4 2.4.0 2 ..| .G .0 


singulis ergo tertninis pro casu . 7 ; in t integratis, orietur 

• / 7^*5 = - '*«•> • 

1 •; • • . .! 

% * 

C 0 r o I I a r i u ra. 

3 3 7. Simili modo pro eodem casu x zzz. 1 reperitur: 


r — 1 , __l_ t 

j vT*— *4) 1 3 ^ ? 


I 1 . TT 

— t - etc. — r 

" 4 


Z 1 


r xxdx ■* /> i*.3 , i a .3 a 5 i a .3 a .5 a . 7 . . \ 

J 7(^xT) — 3 V. * a 4 "T- a a 4 a T 6 “ ift**?*! *+• elc 7 •' -- 

r x]Jx 4,6 0 . .0 

J y(,-* 4 ) — a 3.5 •" 5.7 7 - 9 T“ 9 - >» etC ’ 

«st autem = 1 — 2 / O — * 4 ) , ideoque = posito 

xzzzl, unde haec postrema series ~ quod manifestum est. 

* t • 

Exemplum 2 . 

33 8. V alor em integratis fd x com a? — i, per 

seriem exhibere. 

Cum sit . 1 ’* 

V (i + axx '> ~ * -f- 2 axx — a 2 x K a 3 x 6 — ' etc. 

erit per f ^ multiplicando et integrando 

frixi/ 1 + a *« !L Z' < I !l' . ». I 3 a . i.,. 1.3. 3.5 a • s 

J V • — ** a V a.a.4.4 a a. a. 4 . 4 . 6 . * ® — etc ‘) 

unde peripheriam ellipsis cognoscere licet. ' " 

• '• • 1 t «» , ' < ' f, ,1 ~ . . 

* . i 

Exemplum , 3 . - ‘\ 

- " t 

33 9. Valerem UiUgralU f yj^-j , casu x — i, p „ 
seriem exhibere. • — 

T • * 

Repraesentetur haec formula ita * ' ut s ; t — 

' J V (x — xx) >ui.on 

f v Jx^-lex) 0;*"“ a x * 4 “ ( ^4 x — " • r ' 3 + ctc-) ►' ’•> 


\ 
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( unde series Iiaec obtinetur: 

7T(r~~77) — 77 C 1 — I ^rrl — fTeTfe + etc *) 

quae ab exemplo primo haud differt: quod non mirum , cum posito 
.xzzzzzy haec formula ad illam reducatur. 

Problema 39. 

* i 

340. Valorcm integralis /'x m ~ 1 dx (1 — xx) , quod po- 
sito x zz 0 evanescat, definire casu x zz f . 


:r mT 


S o 1 u 4 i o. 

\ 

‘Reductiones supra §. 113. datae praebent pro hoc casu 

a 

- xx)* 


_ 5L _L- 1 X m ( 1 

f x m 1 dx (1 — xx)* zz • 


t+1 


m -f- pi -f- 2 


>x -4- 2 

j r x m ~“ 1 dx (1 — xx)* : 


m -f- jx -f- 2 
sumto ergo jxzz2n — 1, erit 

J x m ~ 1 dx ( 1 — xx) ^ z f x m ~* d x ( 1 — xx) 

posito x zz 1 . Cum igitur in praecedente problemate valor 

/ x n ~' dx ' * 

— — sit assignatus, quem brevitatis gratia ponamus zzM, 

y (l — xx) 

hinc ad sequentes progrediamur: 

X m—1 x . . • / V 

zz M; 


/ 


y c i — xx) 
fx m ~ l dx (l — xxf zz ~rrr M; 

771 — f— I ' 


4 = 

f x m, ~ 1 dx (1 — xxf zz 


M; 


(m — | — ' •_) (m~ f- i) 

Jx m ~ l dx (1 •— x x)^ zz ( m 4- + ; ' 
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»-4 


et In genere 

fx n ~~ t dx (i — xx ) 

Jam duo casus sunt perpendendi , prout m — t est vel numerus 
• • • • 


. 3 . 


5 . 


fon— i) 


— *>• * • • • ( 1*1—9 J # 

“ (m-f-j)(rrt+3Xw»4-^y. . . . (m+a.i—.) 


par vel impar: si enim 


m — 1 sit par, erit M zz 


T.3 r, 


■ (m — a) ar ^ 


a- 6 ....... (m — i) 

m — 1 sit impar, erit M — - -/> G '■■■•■(m — a) 

3.5.7 On — 1) * 

Hinc sequentes deducuntur valores: 

fdx/ (t — xx ) = J 

fx~ dx/ (i — xx) — i-r 

fz A dx / ( i — xx) zz * 3 

4. 6 4 

1 . 3.5 71 

' 4.6.8 * 4 


/x 6 dx/(l — xx) zz il3 - 5 * 


fxdx/d — = x 

fx 3 dx/( i — xx) — /! 

f x s dx ]/ (i — xx) ZZ | . 

/x 7 d x j/ ( 1 — xx) — | . 

3 5.7.9 


/Dx (i 




./V Dx (1 — xx) 2 nz » . — 

^ 16 


3 

,2 


f x 4 5 ^ (1 — ara:) — 1-3 . 

• 6.8 16 

3 

/a: 6 Dx ( i — a: a:)* 1= ~ 3 — . 3n 

6. 8. 10 16 


/dx (1 — a? a?) 2 zz ~ 

3a 

/x 2 dx (1 . — a. x/ — £ . ~ 
/x‘ l dx (1 — a- zz jp-? . 

o. o 3a 

$ 

/x 6 dx (1 — XX) 2 — ?-- 3 -* . 5ir 

O. IU .19 32 


fxdx (1 
fx 3 dx (1 
fx^dx (1 
fx“dx (l 


— * x x) zz 


XX) 5 — x . £ 


XX) — 


I a 4 

5 • 7-9 


— xx) = 1 .“*— 


i . a ‘ 1: G 
5 ' 7. 9. 'i 


fxdx (1 — xx) 2 

fx 3 dx (i — xx/ 

/x 5 Dx (1 — xx) 2 

S 

A 7 dx (i — *-• xx) 2 


= *■• 


7 9- II 

— I *• 4- 6 

‘ * 9. II. l£ 


etc. 


27 
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Problema AO. 


3 - 4 1 . Yalores integralium J 




()x 


dtnvnum Ju / jcv i — :* 

posiio x ~ 1, «assignare. 




ei 

„3* *' 


r 


X* 1 


■ * 

«r • j&iff 


y c i x ) 

9 • 

mia 

Solutio. 

t • 

Ponamus pro casibus implicissimis : 

dx T r d x r xx})x 


y ( i — 


I 


WM| ]if : J — *tt 


/ 


/( i—* 3 ) 

dx 


•/ 


3 = /r- 

v (' — x ') r(' 


~C: 


/' dX — I!'. [ :CdV — I!'- I' XXdX -C' 

v'(‘-* 3 y ’ kc—t ' yv-^’ 


xxdx 


et ex reductione prima 1 18. posito a“ 1 et £ rz: — 1 , pro 
casu x ~ 1 habemus 

R !L 

y-j-m-f-n— ‘ (t X a j v — 


nv 


- f x m 1 d x ( 1 — x R V , 

m»-f-njbt-rn v v / * 

ergo pro priori ubi n zzz 3 , y ~ 3 et p. ~ — 1 > 

t 


- t) 


f x m+a dx ( i — .r J ) 3 ~ ~r^f x m 1 3 .r ( 1 — .r 3 ) 
et pro posteriori, ubi jiz ~ 3, v zzl 3 et p. “ — 2 

.? _ a 


f .r* 1 -*" 9 dx ( i — x 3 ) 3 Z= ^ /x m -* d x ( i — x 3 ) 3 


hinc obtinemus pro forma priori: 

f 


f 

f 

f 


- A 

f x5x -R 

/• xx5x 

3 “ A 

/3 - 13 

J 3 

>T»— * 3 ) 

V(— x3) 

>(.— x3) 

*3dx _ , . 

f ^dx _ , n 

/- xJdx 

5 — 3 A 

J 3 _ 4 “ 

J 3 

1 (>— *0 

*3) 

1 xS) 

x b dx _ i..| » 

/• xT r)x _ 5 j n 

/• X^>r?X 

3 — 3.6 1 

J 3 “ 4 7 

J 5 

/(» — x3) 

V(. — x3) 

>C— x3) 

x9dx _ 1 . 4.7 y 

c x 1 ” ^ x _ r.5. S p 

/* x**ax 

3 ~ 3.0 . 9 A 

^3 u. 7. 10 

J 3 

l (>— x3) 

>(,-x3) 

>'(— * 3 ) 

X Ia OX _ 1 . 4 . 7.10 ^ 

r x' idx _ a 5. 8.11 

/• x'+ r) x 

3 5 . 6 . 9.13 

J 5 « 1 . 7 . 10.15 

J S 

H 

1 

V(—* 3 ) 

V(i-xS) 


- c 


= 1 C 


— 5 i C 

5.3 


3 6. g.ia 

j.d.u.i i 


etc. 


r 


'w. 


Digltized by Google 


CAPUT. VIXI/ 

♦ • > . f 


2 i l 


'i i 


at pro forma posterior^ 

r 

J 3 

y(i — x 1 !) 

/ 3 — - 

,*W 

J i 

x3)* 

r x9B 
J 3 

✓(i— xl)» 
p x l *ax 

J 3 

»'(i— xl) 

‘\ *\ 

unde concludimus fore generaliter : 

p 

/ x 3n dx '_4 .4. 7.... (3 ;?— 2) 

3 , , 3.6. 9.... 3/i 

KCt — * > 

r>r 3/H-. 2 . n. S C3// — 1 ) 


- jy i X 

f *** L - R / • 

r xxdx 

/x. 

* 3 t. _ tl 

J 3 

; i 

^( 1 — x3)» 

V(«“ *•<) 

— 1 A 7 

f x* dx _ ? 

p x$ d x 

— 2 *i 

- 3 ” f K 

' 3 


V(.— *•?)> 

✓(f-**) 

- lA V 

T »7 0x _ 2.5 n/ 

/• 

“ ui6 , 

3 ”3.0 . 

J 3 


YO—xiy 

Y(> — x3) 

- ' 4-7 A/ 

f x l *dx „ -!.5:a y>/ * * 

p x tl dx 

“ 2 . 5 .» A 

73 ” 3.6 <j L 

1 3 


Y(,—xl)» ♦ 

V(>— x3) 

— >-4 7"» A' 

r x'i^x s at.M jj/ 

^ x*4 4x 

” a.5.8.11 

^3 ” 3 . 6 . 9. 1 a 

J 3 

t 

y(«— sc3)* 

xi) 


= ! c / 


3 b p/ 
4^7 U 


•A 


/ 

/ 


3 , 4.7.10. ...(3/i-t- 1) 

/(i-* 3 ) 

‘a 3 "- 1-2 d.r 3.6. Q..7. * 3 n 


B 


/ 

/ 


_ 3.G._g.ia q/ 
— ^, 7 . to.i3 


’ •• V 

a 3 ” 1.4. 7 ('372 — 2) 

n * — A 

J . , „ 2.5. 8 (3/j— 1) 

]/( 1 — r 3 ) a 

Ir 3 "*' 4 " 1 5.r 2.5. 8 (3n~i) 

~ J> 

3.0. 9 3/1 


j/(l— a: 3 ) 

n roc? n+ ' d x 3.6. 9 

+ 2 ) / ,y ■ 


3 n 


i. 7.1 0 . .-...(3/t-f-l) 


3 - 5.8. 1 1. ...(3/1 . . , 

/(1— .r 3 ) * | >'( l~.x- 3 ) 

notandum autem est etfse C zzz \ ct C / 'tH f. 

* ‘ • • ' - * ~ , 1 • * . 

Corollarium 1 . 


342. Ilar .formulae variis modis combinari possunt, ut egre- 
gia Theoremata inde oriantur, erit scilicet ; 

a 3 n dx r a; 3 71 ”4' 2 r) f A f/ 1 ' /* i).r 


±C' 


C 7 3 71 d x y f a; 5 

7 r— — \ • J r 

.. >/(l —a"). ■/( 1 — .T 8 ) 

x 3 ’i-f- ! ^ ^ 


_ ac/ ___ 1 y ■ 

3 n -*■ 1 3 /? . -t- 1 J 3 . 


)/(i — r 3 ) 


Tx z ' l ‘ 0 & C x* n f)x _ A P» 4* j*' ‘d x f* xr)v 

j 3 ~ j 5 , - . ,” 3 ?/ ; 1 ~3iii 1 y , , y 3 . » . 

/(1-a? 3 ) y(l-a.O' ; y(l-arV ) 
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a* r x 5n+ ‘ a.r 2B'C 1 t v 

3 i J 3 / ' 32 3/4-4- 3 in-i-ij 3 1 ' 

y(l— x 3 ) y C 1 — ^ > y(l—x 3 J 2 



4 r I 

Corollarium, 2. ; 

• ■ . . 1 ^ 

343. Quia nunc ratio exponentium ad ternarium non amplius 

in computum ingreditur, ent generaliter; ' , ‘ ^ - . r 

/ r A • 3 ^, x * - *" 1 d.v 1 I* dx - . . 

3 */ 3 * — x J 3 . i ‘ 

j/(1— X 3 ) /( 1 7~X 3 ) 2 E |/(1 — X 3 ) 


K (1 

/ x* r)x p x* 1 dx 1 p xdx )■ p 

\ 7 V 3 ’ 71 ~u 5 7 r */ 


a.r 


j/( 1 — X 3 ) 2 


>A — i 


dx 


]/(l x 3 ) , y (1 — x 3 ) 2 

1 p x^ c — 

X J 


r /<'-**> 

p x* d x p 

' , j/j — x 3 ) |/(1 — r 3 ) 2 v |/(1 — x 3 ) 2 

quare ex binis postremis consequimur 

x3x p dx f xa-r 




yU— x 3 ) ' y(t — x 3 ) 2 


=/ 


3\ a 


y (1 — x 3 ) 


\Corollarium 3.. 


* M« .1. 


3 4 4. Ponatur x ~ z n et A /t z: m , et nostra Theoremata- 
sequentes induent formas : 
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• * ‘ r x n ~' 7 )x 

' ^ ato integrali j ***■ — assignare integiale hujua 

• ' • ' (l— x") 

An — i ^ x 

v * " $ posita x~ l, ‘ v , 

(1 — x n )~n~ 


- - - ■ •, », 

. 3 o I u ti o* 

% • « » . * 


r o, *•' : 
c*.'.'. '* :l 
i* s 
: ) 


-\ 

Ut integrate sit finitum necessc est, ut m et k sint numeri 
positivi. Cum igitur per reductionem generalem sit 

/**+"-■ 3 x:(l _ *»/" = _”L'_ R/X , n-. 3iE x ,y\ 

ponatur y c= n et p. zz; A' n> ut sit pi. -f- y — k, erit : ' ti 

f x"*-*—' d x _ m f x"~'dx “ f * " :,,M 

• i ** /i! ' n \~~' ’ r; »l£I* 

( 1 — ar n ) »i • -m ~ 

Ponatur ergo .hujus formulae valor , quia datur , • = A. haecq^e 
reductio lepetita continuo- dabit , posito ijj^eyitatis, gratia. P pro> 

n — k ' : 

(' — B , 


m — i 


dx 


— A 


M 




m 

m -f- k 


m 


f p 

J dx 

f- 

f , 

J P (m -j- k){m-\~ n-+-k)(m .-^2 n-+- k) 

f ** — ■ »)(’« 2n) [ m fr- < 


(/ 72 r— n) 


P Qn -t- A) (m -f- n -f- A) 

3 n ^ # //4 ^//2 — J— ^/// _j_ 2 72^ 


C"* . *X'//Z , /i-r *,(//*. r 2/i r V C4.— 1 ^7l-h ^ 


&l'J 


.C ArP tj T T TVm. 

CI p r o i l h r j u m. l ’ 


!V<I ^.^MSii-siniia ■ ome^ W>ormulaf*it-,/i J* 

. '' »\ ^ J , • 


* **r x d v 


f - ' i 5 ~ 

( 1 X n J n 

<: ., „_ 4 


habebimus ‘ ’ ** •*“** ^ , 

/* ~*-f-an — > ^ k - i : 


O ^ (a—<),i] 


f^TZ±. ,>(n+*)( P +2,A 

J rt ~ 7 ~ — ~ — - J i r * v« — i w\ 

J q o -i'v) Q'+n. rr^r^tyi B - 

,^»ae tQbdem atque illa continet factores. , ^ ? 

' * T i - *• * * # _ "v 


«'<. 


Corollarium 2. 


' 3 ^ ; Statuatur' nunc p ~ ;n z. • -jl' .• < - . 

aequalis fiat priori dpnnmm , • ^ » ut • posterior numerator 

mularum est dea0 “*W“‘. et productum harum duarum for- 

! /i r 

_ m (ni -f- 1?) (m —L_ o 4 : „ . . \ 

4 ^ ' ,— r-at d JBgSg * * 

'flAt porro m~U/i -U < 7 — , * VJ 7 

^nctum' zrz * ,,J, i fa * i ‘ i • •* <?2 U ? n > ent hoc pro- 

— w-^Tn AI3 ; ideoqile 

p m +«n-, Bc j> xV , A . k + an __ xdx 


(t — x n ) 


(i—x")* 


m 

m i an 


C x n ' r) x , r r w-f-ii — i^ r 

y ' */ ■ 


°pus sit m C rit mmtet cum liic noi amplius 

t <• a sit nuruei us inlcgca*. * ~ * * 

/ 

C/P r o 1 1 a f i u m 3 . t, 

•V.8. Q„a r<f , oco ,„ + an scribaniu8 ^ cr . t; 

pf ~~r k ■ /\ ^*— 3 * 


C A P U T ■ Yltl»i 


21 S 


’ \ , , /* x n 1 5^ 

Kinc si sumamus m -f- A ~ n, scu hi ~ // — A - , ob / jr 

: ; .....i * 

: n— k • 

1 — ( 1 — x n ) tt 

/i — A 

.T a 1 5.1? /* r r).r 


i . . 

— : , posito x ~ i, ent 

n — A . 

1 <)>r 


.« — h 


n — k 


k- n * 


/ .T a 1 5.1? r a? u "*"k r 5 .t t r 3 l 

(t-^yv 5 V (i— *»)s f *”' (!_*«)-.- , H-" 6 ‘\v 

Ac posito i? zz z w , tum vero ' p. /z nr p, ynzzzq, et A~An, habe- 
bitur: . . <p ... . • 

p zP — 1 5 3 f -^ X< 7 1 5 s n r z(' 1 5s 

J (i — sY“ x 'J ~( l — jo 7 ( t — 


o - 

S c h o I i o n 1 . 


(1 - *1)" 


.f 

3 4 9. Theoremata particuliaria , quae hinc consequuntur, ita 
se habebunt: 

i. k ~. . f r : ^ 3x _~L f .... 

’ J j/(i —:Xxy : J j/(l — .r.r) /r */ y ( i — 2 ;jl 

__ , /‘i* 4, 1 5/1? r x 11 dx i /* 1?5a? 2 TT 

II. n~3; Aut ; / _ . / — ~I * — 

. ' v( Wy ^ /(! _.r 3 ) '- 1 ^ ]/ ( 1 — .r 3 ) 2 3 

/ I»—' dx r.c^ 1 dx i f dx 2 t 

v (l-x 3 ) , (l-.r 3 ) 3 l J ‘ / y(l-x>) 3fM 

/ ,A ‘5-i? fx^dx 1 /• xx?)x 7 r 

{■(t-» 4 )* ^ — *<) 2 ‘ U ' |/2 

/ ’ x? >u- 1 5a? px v '~ Jr ' d x t y* x5i? tt 

/(—.?) • y „(<_**)= ,7 j \.(i~ x “) 


III. nz 


rxP ‘ dx / % .r a "+' a dx 1 /* 

»_ ; *_ 3 ; J 5 - ~ • y 7 - - - - y 4 


1 .r 


> C 1 -O ^ v(i— a? 4 ) 3 /J " ^ vO -* 4 ) 

etc. 


7T 

'2;x/2 


CAPUT VIII. 


a.i-ft 


Ubi notandum est, formulam 


duci posse. Ponatur enim 


/; 


n ' l)x 


n — h 
(i X n ) n 


ad rationalitatem re- 


y.tl 


x n 


zz z n , seu x n zz 


z n 


d.r 


dz 


i -h 




, unde 


. Quare cum formula nostra sit 


x z ( 1 -j- z n ) 

r f X* \!Lz* dz r z« — *■— * r) 2 

‘r,.* Ca -J ~' i + ». ’ CU j” S 1 


inte- 

grale ita determinari debet, ut evanescat posito .r zz 0 ideoque 

£ — 0 ; tum vero posito xz i, hoc est z zz oo dabit valorem, 

ejuo hic utinnir. Mox autem ostendemus valorem hujus integralis 

ru — k — i . r x n — h —'dx 

— — , posito z zz oo, ideoque et hujus / — 


haec trans- 


/ ^n — 

~T 


n — Jt 

( l — X n ") * 

per angulos fxprimi posse , quorum valores hic statira apposui. 

/ x m 1 dx 


n — * 

( i X n ) n 


z* 1 3 z 


n — 77i 


formatio oriunda, posito 1 — a, n zzz n , quae praebet — / - 

( 1 -z n ) ~ 

\ 

ita integranda , ut evanescat posito x zz 0 seu z ZZ 1 , tura vero 
statui debet xz i seu z z: 0. Quod eodem redit, ac si mutato 

r z h — 1 a s 

signo haec formula / ita integretur, ut evanescat, 

(‘ - -T*~ 

f * 

posito zzzO, tum vero ponatur z zz 1. Cum jam nihil impediat 
quo minus loco z scribamus x } habebimus hoc insigne Theorema : 


/ r m— ' p x k i £ r 

n — k J n-m’ 

( 1 — X n ) « ( 1 — 2r n ) n 
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2! T 


ita «t in hujusmodi formula exponentes M et k inter se commutare 
liceat , pro casu scilicet x. zzz 1. Ita pro praecedenti formula ad 
rationalitatem rcducibili, ubi m zz n — k, erit 




J* x n * 1 r) x J x 


k — i 


dx 


k » 

(i; — cr n >*- 


( I — X n ) « 

unde sequitur etiam fore, posito z zzz oo , 

r z n — b — » d z r V— 1 .< 

y i+^"* j 


.-!• 


- a 


S e h o l i o n 2. 


.3 5 0. Hinc etiam formularum magis compositarum integrafia 
pro casu x zzz 1, per series concinnns exprimi possunt. Cum enim 
in reductione superiori, posito m -j— h zzz ja. seu A ~ jjl — m, sit 

dx m C x n ~ l ()x 

<t — X n ) n ^ (1 X n ) 

bi habeatur hujusmodi formula diftercntialis 


/ x m + fi + ' fix m r 

7 7 J 


m -J- n ■ 


dy =■ 


x n 1 d x 


- (A -+- Ba; n + Ci ,# 4 Da 3 " 4 - etc.) 


m 4- n — fi 


ei — x n y 

quam ita integrari oporteat, ut y evanescat posito x' zzz 0 , ac re- 
quiratur valor ipsius y casu xz: I, erit si hoc casu fieri ponamus 


/ 


x 


m— i 


dx 


zzz O, iste valor zzz 


<1 — x n ) 


m -f- ri — fi 

n , 

O f A -4- - B -4- e -4- d -fr etc.) 

\ “ JA ' ft (n 4- n) ' **• tf*- -t- “J u* -h a "j ' 


Vicissim ergo proposita hac serie 


A + ?B+ C -f- D -+- cto. 

28 
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gjus summa Aequabitur huic formulae intcgral* 

- ~ (A Uj" h- C x 1 * ■+- Da J * etc.> 

77 » — f— n • — u v 

(1 t n ) n . 

•i post integrationem ponatur x ZI7. i . Quod si ergo eveniat , ut 
hujus seriei A -}- B.r n -f- C x* n -f- etc. summa assignari, iadeque 

CDtcgratio absolvi queat, obtinebitur summa illius serici. 

* . * 

Problema 4 2. 

f ^ ^ 

35 f. Intcgralis hujus formulae — — — - ita determinatum, 

1 j I X 

nt posito x rzz 0 evanescat, valorem casu xzzloo assignare., 

* • • 

i • .... 

Solutio. 

Hujus formulae intcgrale jam supra §. 7 7. exhibuimus, et 
quidem ita determinatum, ut posito x “ 0 evanescat, quod posito- 
brevitatis gratia ~ ~ oj, ita se habet; 

— cos. m oj / j/( 1 — 2.rcos.&j-|-^^)4-J-sin. m a.Arc.tang.-p^—j 

— *-cos.3mu/i/( 1 — 2.rcos.3co4-a\r)+i-sin.3/Jtco.Arc.tang._^i^ 

— ~cos.5/woj/j/( t — 2xcos.5o;+a\r)-|- “•sin.5//;oj.ArcUang.~-“^;^ 


— - ^-cos.X/noj/}/ (1 — 2arcos.Xw^ara:)+^sin.Xmaj.Arc.tang.~ : ~^A 

ubi X denotat maximum numerum imparem exponente n minorem r 
ac si /i fuerit ipse numerus impar, insuper accedit pars hh - /( 1 -t-ar), 
prout m fuerit .vel numerus impar, vel par; illo scilicet casu signum 
-j-, hoc vero signum — valet. Hic igitur quaeritur istiuis inte- 
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2 it 


gralis valor, qui prodt posito rc — oo. Primo *fgo partes Iogo- 
rithmos implicantes expendamus, et quia ob x zz eo est 


y (i — 2xcos.Xoi-r- avr) Z=/(-r — cos Xen) = lx -|-/( 1 
ob CQT j — — n- unde partes logarithmicac praebent: 




-p-cos. X /n fai) 


— - 3 -~ (ces. /n oe — {— cos. 3/?: ce — I— cos. 5 /77 oj -}— 

l ~ t si /7 impar). 

Ponamus hanc seriem cosinuum 

cos. m w -f-cos. 3 m oj -\- cos. 5 /n cj-f - * • • .-fr-cos. A/nwzz: J , 
eritque per 2 sin. m te multiplicando 

2 s sin. tn te — sin. 2 ni te — j— sin. -1 m te — I— sin. 6 /n te ... . — {— sin. (X —f— 1 )mte 
— sin. 2 te — sin. 4 /;7 te — s : n. 6 //jw, , * 

(.it- 
ande fit s — . Quare si n sit numerus par, erit 

; i j;.;. Td o» 

X — / 7 — 1, sicquc partes logarithmicac fiunt 


I x rin. nm u> 
»i * sii i. m w 


**.«£•*, ob nu=*. 

It J//1. 7JX U 


At propter m numerum integrum, est sin. /n - “ 0, unde hae par- 
tes evanescunt. Sin autem sit n numcius impai, est X — n 2, 
et summa partium logarithmicarum fit 


l x sin. ( n — i) m eu ^ / x 


sin. m tu 


71 


et sin. (/7 — i) /noi — sin. < m7r — m ^ zb s ‘ n * m(s} * u ^* 1 . s ‘5” um 
superius valet, si m sit numerus impar, contra vero inferius, 
quod idem de altera ambiguitate est tenendum , ita ut habeamus 
ZL — s * n ' w w I — • — 0. Perpetuo ergo partes logarithmicae. ,qc 

mutuo tollunt; quod etiam inde est perspicuum, quod ahoquin m- 
tcgralc foret infinitum, cum tamen manifesto debeat esse finitum. 

Relinquuntur ergo soli anguli, quos in unam summam colliga- 
mus; consideretur ergo Are. tang. <i u ‘ arcus casu 

evanescit, tum vero casu fit <l uadl ' ans » u,tcnuS ergo 

aucta x quadrantem superabit , donec facto x — oo, ejus tangCni 

** 
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— — carTxTw — — tan S* A o? — tang. (- — Xu), ideoque ipse 
arcus zn 7T — Xoo, cz quo hi arcus junctim surnti dabunt: 

l [(7r — cu) sin. ;noi -f- C tt — 3oo)sin. 3mco-4-(7r — 5 w) sin. 5 mu -f-... 

— I — Ctt — X u)sin.Xm oo]: 

unde duas series adipiscimur 


— (s:n. m oo -j- sin. 3 m eo sin. 5 m oo -f- 

.... *-{ — sin. X tyi eu) zm — — p \ 

— — (sin. ni'ji --f- 3 sin. '3 /72 00 -4— o sin. 5 mu —f~ 

. . . . -f- X sin. Xmu)=~- <7; 

quas seorsim investigemus > ac pro posteriori quidem cum ante 
habuissemus 

COS. 771 oj COS. 3 777 OJ -{- COS. 5 /72 00 -f- 


. . . . -f- COS. X 772 00 “ 


sin. (X -4- < ) m w 
ssm. mu> * 


si angulum oo ut variabilem spectemus, dificrcntialio praebet 


772 ^ eu (sin. /72 u 4 - 3 sin. 3 / 7200 -}- 5 sin. 5 772 oo -f- . . . .-f-Xsin. \mu) 

(X -f- 1 ) m rl m eo ; . (X -f- 1) meo m 3 w srn. (X + 1) m u cos. n» 

zsin.mui asin-mui* 


ergo 


(X -4- 1 )cor . (\ -4- 1) m w 
1 sin. vi <0 


j/t. (\ -f- 0 m eo cor. m 


00 


X eo*. (X -f- ') m w er*. X m eo 


a m ur 


seu 


2 si/x. m eo 


asitt. mu a 


Pro altera serie 

1 ... 1 

p — sin. 772 u -f- sin. 3 772 eo -b sin. 5 /2200 -f- .... -j~ sin. X/nco, 
multiplicemus utrinque per 2 sin. 771 eo, fietque 

r 2 psin.m<j )~ i — -cos. 2/7200 — cos. 4/7200 — -cos. 6/7200 — ... cos.(X*- l)/7i(* 


o ’.v 

7 


COS. 2/7200 -+- cos. 4/7200 -f- COS. 6/7200 


«icquc erit p — , 

*.» v - ~ iit 14 .au . . „ 


/ 


i 
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Quodsi jam fuerit n numerus par, erit A zz n — 1, indeque 

c< s. (A 1 ) //i w — cos. n m w zz cos. m 7T, et 

sin. (A + 1) moj zz sin. mizz 0, ergo 


p zz 


co*. 77» »r 


Ct 


n cor. m T _ 


<7- 


i ti,i. m u * ai/a. mw' 

blncque omnes arcus junctim sumti 

a ir (, — cor. vi ir) 




a to r cor. m ir 


, ob M w ZZ TT- 


Sit nunc /z numerus impar, erit A zz: n «— 2, indeque 

cos. (A -f- 1 ) zn w zz cos. (m tt — m co), ct 
sin. (A -r- 1) «uo zz sin. (m tt — ma), scu 
cos. (A -+- I) mw z cos. ditt cos. mw, et 
sin. (A 1 ) m w zzz — cos. m tt sin. m w, ergo 


t — cor. m ir cor. m to 

Ct 


» a s/a. »n w 

unde summa omnium angulorum 

irfi — cor. m ir cor. m to) to (n — i)rof.micoMnti) 


_ (n — i) cor. m Treot. m to . cor. mircor. m» 

■* — -* Z 

asm. mu asm. m u 


n sm. m u 

quae ob n w zz tt reducitur ad 


n sm. m to 
ir 


to cor, mircor. m to 
n sin. mu 


n sm. m u 


Sive ergo exponens n sit positivus sive negativus , posito 
izoo habemus 


/ 


x n 1 dx 


TT 


TT 


i — j— X 


.a 


n sin. m w 


7i sm. 


mir 

n 


Corollarium ! . 


2 5 2. Hinc ergo erit formula supra memorata (349) 

/ z n—k—t £) z rz k ~ l d.z / TT TT 

-7z:r = / Trra =— (S=5r;=— t«« P 03,t0 * =0 *- 

1~T“- zzsin.i — — /zsin.— - 
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Unde sequitur fore etiam formulam, cui hanc aequari ostcndimu3: 
„n—k—t r x k— i ^ r 7 * * 


J * x n ~*~ l dx J x 1 

(1 — x n )~~ (t 


' fe 
X n )n 


n ssn. 


k- 


— , posito x :zz f. 


Corollarium 2. 

3 5 3. Percurramus casus simpliciores, pro utroque formula- 
rum genere, posito s zz: oo et x ~ t ; 


/ 

/ 

/ 

/ 


dz j 

r d x 

7T 

7 r 

~ ■ — * _ * 


1 - f- zz J 

l/(t - 

xx) 2 sin. 

I7T — 2’ 


dz - — 1 

f zdz 

f dx 

_/ 

xdx 

i “f- z 3 J 

1 -i -z 3 

1 

1 

*>) 

/o -f-* 1 )’ 



7T 

2 7T 

• 




3 sin. i 7 r 3 

/3 1 


dz j 


f d x 

_ / 

xxdx 

i — J 

i -J-» 4 

~ J * 

l/d — 


/ ( 1 — * V 



7T 

7 r 




4 sin. £ 7 r 

'2/2’ 


dz — I 

f 3* dz 

f dx 

i 

— / 

x 4 dx 

i + Z* —J 

T+s 6 

~ J • 

/(1 — 

•x 6 ) 7 

VD^ 

H 

l 

•« 



7T 

7T 




"* 6 sin. i tt ’ 

— « 
3 

• 


Corollarium 3. 


354. Cum sit 


(l — x n ) 


-J- zz: i »-J— — x* -4— x * n -h x** + ete. 

* . 1 * ‘ a. a j* * u.au 3 • 
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. 

: t.po- 


erit 'per x l ~~ l da? multiplicando, tum. integrando, ac x 
nendo 


~ » k h rt 

. k it b ' n (fc n) i», u n (fc a n) 
n sin. - — v ’ * 

n 

ct loco k scribendo n — k erit quoque 


k f ' 


■ n} 


u. a u. i n. [ k 


-an) . 

•T n) + et * 


■7T __ t n — k ( n —h)f,n—k) (n — V) ( an - »*yv* — *) 

fc Tf — n — & 4 ’»(in-)i) + n. a «. (3 <t — fc) n. a a. 3 n ^4* — ^ 

U 


S c h o 1 i o n. 


3 5 5. Pro formulis quantitates transcendentes continentibus 
«upva jam praecipuos valores , quos intcgralia dum variabili certus 
quidam valor tribuitur, recipiunt, evolvimus; ita ut non opus sit 
hujusmodi formulas hic denuo examinare, llinc autem intclligitur, 
eos valores intcgralis / % \dx prae reliquis esse notatu dignos, ac 
plerumque multo succinctius exprimi posse , qui ejusmodi valoribus 
variabilis x respondent, quibus functio X vel /it infinita vel in nihi- 

771 I ^ ^ f* ^ j 

/I ct J 


(l — .t”)» 


-j~ s n ’ 


valores prae reliquis memorabiles recipiunt, si fiat xzni et s~oo, 
ubi illius denominator evanescit, hujus vero fit infinitus. Caeterum 
omni attentione dignum est, quod hic ostendimus, formulae integra- 


iis 



i 


dz 


i H- 




valorem casu z zz oo tam concinne exprimi, ut sit 


— -, cujus demonstratio cum per tot ambages sit adstrueta, 

n sin. — 7T 
n 

merito suspicionem excitat , eam via multo faciliori confici posse y 
etiamsi modus nondum pcrspiciatur. Id quidem manifestum est r 
hanc demonstrationem ex ratione sinuum angulorum multiplorum 
peti oportere; ct quoniam in Introductione sin. ^ 7T per productum 
infinitorum factorum expressi, mox videbimus, inde eandem veritate» 
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CAPUT VIII. 


multo facilius deduci posse, etiamsi ne hanc quidem viam pro ma- 
xime naturali haberi velim. Sequens autem caput hujusmodi inve- 
stigationi destinavi, quo valores integraiium , quos uti in hoc capite 
certo quodam casu recipiunt, per producta infinita seu ex innume- 
ris factoribus constantia exprimere docebo; quandoquidem hinc in- 
signia subsidia in Analysin redundant, pluraque alia incrementa 'rniia 
cxpectari possunt. 
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CAPUT IX. 


DE 

EVOLUTIONE INTEGRALIUM PER PRODUCTA 

INFINITA. 


Problema A 3. 


356. 

V a Io rem hujus integralis f ^rj~r~y quem casu x zz. i recipit, in 
productum infinitum evolvere. 

Solutio. 

Quemadmodum supra formulas altiores ad simplicem reduximus, 
ita hic formulam f p ^ continuo ad altiores perducamus. Ita 
etim posito x zn 1 sit 

T m—i ^ r m j p ^ T 

erit 


/ x m ' d.v m -j- 1 r x m 

V ( l — xx ) m J V i 1 — xx )' 

f f)x 2 r XX dx 2.4 r x A dx 

J |/ (i — xx) i J y (l — ;r.r) 1. 3j y (i — . xx ) 


2.4.6 r x 6 () x 

1.3.5 J y (i — xx) 


unde concludimus fore indefinite: 
r)x 


etc. 


r f)x 2. 4. 6. 8 • 2 i f X 

J l/(l — xx) l. 3. 5. 7 (2 i — i) J yj i 


.r a * 5 .r 


- ara?) 

atque adeo etiam si pro i sumatur numerus infinitus. Nunc giroili 
lavdo a formula f ascendamus, reperiemusque 

29 
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x 3 *”* -1 ch? 




* • 


XX 


y 


r xdx 3. 5. 7. 9 (2 i 4- 1) r x” 

J y ( l — xx) 2. 4. 6. 3 2 i i ]/( 1 

atque observo, si i sit numerus infinitus, formulas istas 

r x ai dx r + 

J y — xx) J )/ (t — xx) 

rationem aequalitatis esse habituras. Ex reductione enim principali 
perspicuum est* si m sit numerus infinitus, fore 

/ x m 1 d.v r X m+I f) x r x m + 3 d x 

y (1 • — xx) y y (t — xx) y y (l — xx) 

r x^clx r a m4_v dx 
atauc adeo in genere J y(t _ xg) 

tumvis magna fuerit differentia inter pi et y , modo finita. Cum 

' 3, dx d x 


igitur sit 


/* x 11 dx x 3,_t " 1 < 

J y (i — xx) y (i — 


XX 


5 


, si ponamus: 


r. I: : : :: wh > = M ct = N > | 

fyj^xxy • fvjr—Tx) — M : N — n : 1 • P 0Slt ° * — ' * 

At est = 1 et h ^ = F' 

unde colligitur — quia producta M et N ex aequali 

laetorum numero constant , si primum factorem f producti M per 
primum factorem f producti N , secundum | illius , per secundum 
l hujus ct ita porro dividamus, fiet 
M a. a 4 . 4. 6 . 6 8. 8 . 

' pT 771 * 3 T 5 . • 5~7 * M • etc * 

unde obtinemus pro casu xzz: d, per productum infinitunr,. 

/ d x a. a 4 . 4 6. 0 8. 8 # t 

VJT—lx) — 7T1 * 3 T 5 * &~ 7 * -Tg * etc 7 * 

Corollarium i . 

-3 6 7. Pro valore ergo ipsius 7r idem productum infinitum 
elicuimus * quod olim jam Wallisius invenerat , et cujus veritatem 
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in Introductione confirmavimus , diversissimis riis incedentes , erit 
itaque . i 


r. 3 i. i 5. 7 7-9 

Corollarium 2. 


♦ j 


V 


'ICS CTllO 


3 5S. Nihil interest , quonam ordine singuli factores in hoc 
producto disponantur, dummodo nulli relinquantur. Ita aliquot ab 
initio seorsim sumendo, reliqui ordine debito disponi possum; ve- 
luti 


4 




2 


*• 4 

4. 6 

6. fl 

8. 

IO 

9 * 

X 

3. 3 

’ S. 5 ’ 

7- 7 

9- 

• 

9 

IT 9. 4 


9. G 

4. 8 

6. 10 

8. 

19 

a i. 3 


3. 5 

* 5. 7 * 

7- 9 * 

9- 

• 

11 

* — 2 

x 

4 

4. 6 

6 . e 

8 . 

IO 

9 3 


i. 5 

‘3. 7' 

5. 9 * 

7- 

II • 

ir a. 4 


a. 6 

4- 8 

6 . to 

8 . 

ia 

» 3. i 

X 

»• 7 

* 3. 9 * 

5. 11 * 

7- 

T3 * 




S c 

holi 

0 n. 


»i j i 'yj p 

• ;*>*f 


. etc. vel 


•maqi 


■t 3 


3 59. Fundamentum ergo hujus evolutionis in hoc consistit, 
. f x dx 

quod valor integralis / denotante i numerum infini- 

J y ( 1 — xx) 

tum, idem sit, utcunque numerus finitus a varietur. Atque hoc qui- 
dem ex reductione 


/* x i 1 d x i 1 r x i 1 d x 

J y (l — xx) i J y ( 1 — xx) 


r * «. A 


manifestum est , si pro a valores binario differentes assumantur. 

/ 3C* * 3 CC 


inter haec 


}/ ( 1 — .x x) 

r x' dx r x l ^~*dx . . 

/ “ 77 - r- et / r, quasi hnutes conti- 

J y (i • — xx) J y {i — xx) 

neatur, qui cum sint inter se aequales necesse est omnes formulas 

intermedias iisdem quoque esse aequales. Atque hoc latius patet ad 


L 


r 

tlzed Mpoogle 
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formulas magis complicatas, ita ut denotante i numerum infini» 
tum sit 


f x i ~*~ a dx r x'7)x 

J (T — x r f —J (i — 

Cum enim sit 


r 


/ r m-f-n — i ^ x m n 

iT-b. m -f- k J 


x 


m— I 


dx 


n — fc 

(l — X n ) n ‘ (l — X n ) n 

hae formulae posito m — oo sunt aequales; unde illarum quoque 
aequalitas casibus, quibus n, vel a zi; 2 n, vel a ~ 3 n eta. 

perspicitur; sin autem a medium quempiam valoreni teneat formulae, 
ipsius quoque valor medium quoddam tenere debet inter valores 
aequales, idcoquc ipsis erit aequalis. Hoc igitur principio stabilito 
sequens problema resolvere poterimus. 


Problema 44. 

3 6 0. Rationem horum duorum intcgralium 

k — n fc — n 

fx m — l dx[ 1 — x n ) n~ et / d x ( 1 — a n ) n , 

casu x zzz. 1, per productum infinitorum factorum exprimere. 

Solutio. 

Cum sit 

k — n k — t 

fz m ~' dx (t — x n ) ~ * dx(i 

easu x ~ 1 , valor istius intcgralis ad intcgrale infinite remotum 
reducetur hoc modo: 

k — it 

J'x Wi ~ l dx (1 — 

— (T7i-Hfe)rm-j-fc4n)Cw»-t-fe-t-^w ) Q n-t-fc-t-m) • A »• ( 1 r n \ n 

m (m-f-n) (m-t-aHj ( m-+in ) * , J t 

ubi i numerum infinitum denotare assumimus. Simili autem roqdo 
pro altera formula proposita erit 
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k — n 

f X * 1 — 1 0 X ( 1 — X n ) n, 

k—n 

. — fc-Mjfu-l-lr-fan) „n\ a 

— p ^-r») ” OH-iii) J x C/XU— X) 

atque hae postremae formulae integrales ob exponentes infinitos , 
aequales erunt, non obstante inaequalitate numerorum ra et jul: tum 
vero bina haec producta infinita pari faetorum numero constant. 
Quare si singuli per singulos, hoc est primus per primum, secundus 
per secundum dividantur , ratio binorum integralium propositorum 
ita exprimetur: 

k — n 

J m X n 1 r) X ( 1 X n ) n /x(jn-t-fc) ( ^.-f-an)(m4-fc4-an) 

k — n m(ju.-t-fe) * iwn-nXM-t-<t+n) * 

/ar^—DxCl- x n ) n 

ai quidem ambo intcgralia ita determinentur, ut posito x zz: o eva- 
nescant, tum vero statuatur x ~ 1 ; litteris autem m, jui, n , k nt>- 
xneros positivos denotari neccsse est. 

Corollarium 1. 

361. Si differentia numerorum m et jjl aequetur multiplo 
ipsius n , in producto invento infiniti factores se destruunt, relin- 
queiurque factorum numerus finitus, uti si jji zzz m -f- n habebitur: 

(n + n)(m + k) (m-f- a n) (m k -+- u) (-m -j- 3 n) (m -4- fe -f- a n) 
m (rn-j- k -+■ n) (m -j- n) (m ~t~ k -j- 2 n) * (tu -J- 2 n) (m -f k -+• 3 nj ® r 

quod reducitur ad 

Corollarium 2. 

3 6 2. Valor autem illius producti necessario est finitus, id 
quod tam ex formulis integrulibus, quarum rationem exprimit, patet, 
quam inde, quod in singulis factoribus numeratores Ct denomina^ores 
sunt alternatim majores et minores. 
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m 

Corollarium 3. 


363. Si ponamus m zz- i , ;jl zzz- 3 , n m A ct k — 2 , 


cnt 








t (i — 3 5" 7.7 t_ n_M |5. jS . 

e* x x'd X : ' I.5-’ 5.9 ‘ gi «3 * i3 : . if 

' V (* — "i<5 

supra autem invenimus productum harum binarum farinularum esse 


■K 

r* 


Problema 45. 


i* 1 


fe-n 


3 6 4. Valorem hujus integralis f x m ~ l })x (1 - x tt ) « ,^ucra 
posito xz: 1 recipit, per productum infinitum exprimere. 

Solutio. 

Cum in problemate praecedente ratio hujus integralis ad lioc 

h — n 

alterum fxP-~ l dx (1 — > a.' n ) n per productum infinitum sit assi- 
gnata, in hoc exponens jjl ita accipiatur, xit integralc exhiberi possit. 
Capiatur ergo jx rzz n, et integrale fit zz 

k 

„ 1 1 (t — X n )n 

C — - (1 X n )n — — • 

A A 

ita determinatum, ut posito x zz 0 evanescat: ponatur nunc, ut 
conditio postulat, x zz: 1 , et quia hoc integralc erit zz: habebi- 

mus fosmulae propositae integrale casu x zz 1 , ita expressum 

k — n 

r -r-TK— 1 7\ -v. /■ i ~n\ n — * nC m- H0 •n(m-t-k-f-n) 3n(m4-fe-f-an) 

J X OX U — X ) - k-rk(k+n) * (m+n) (*+») ‘ (r» + »«)(* + 3 ») etC * 

qt^od singulos factores partiendo ita repraesentari potest 

k—n 

f x m-x 7\X (\ — X")^-— 3 »(m+fc+«) foCm+fc-j-in) 

^ ' (Wtn)(*+n) * fm 4 -*n)(*+ 9 n) * 
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0 

3 6 5. Cum in hac expressione litterae m et k sint permu- 
tabiles, sequitur etiam, haec intcgralia posito x ~ 1 inter se esse 
aequalia : 

i — n m — n 

f x" 1 *' dx (l — a: n ) n ~ f (l . — ;r n ) n 

quam aequalitatem jam supra §. 3 4 9* elicuimus. 

Corollarium 2. 


36 6. Cum formulae nostrae valor, si m zz n - — k, aequalis 

/ z^ 1 d z 

y ■ - — n ~ posito z noo , si ob m -f- k ~ n 
statuamus m r: ~ et k ~ habebimus: 

9 2 ' 

x m— 1 5.r /* x* 1 () x 


f 


f x*—'dx fz k ~' dz fz n ~'dz 


w-f-a 

(l X n ) 3* ^ fl X n ) 

4 n 2. 4 rm 4.6 nn 6.8 nn 


nn — aa 9/m — aa. 2bnn — aa 49 «/» - 
Quod productum etiam hoc modo exponi potest 

2 2n. 2 n 4 n. 4 n 6 n. 6 n 


aa 


etc. 


n — a (/i-*-a)(3/t — a) *(3n-i-a)(5/i — a) (5n-+- a)(7/i — a) 


7T 


quod ergo etiam exprimit valorem ipsius — - — — nz 


7T 


n sm. 


n cos. 


Q IX 
a n 


etc. 


per 


$. 351 


Corollarium 3. 


3b7* Vel si simpliciter ponamus kzz:?i — m, fiet 
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nn 


Ann 


9 nn 


t\A. 


ti~m mfjln — m ) (n-t-m)(3« — m) (2 n -+- in) (4 n — m) 

quae cx forma primum inventa oritur. Haec ergo aequalitas sub- 
sistit, si ponatur x ~ 1 et c nn eo. 

S c h o I i o n 1 . 

3 6 8. In Introductione autem pro multiplicatione angulorum 
inveneram 

s ; n T 7 L m ) (l — » 2 Wi 2 LSW| — ctc , 

' n n ' nn' ' <j.nn/ > gnn/ V »6 nn/ 

et cum sin. * — z~^~~ — sin. , ob /i — m . — - A', erit etiam 


sin «JT— _ kk )([ __** Vi -AM(i — — ) cte. 

®m* n n'. 1 n n t /jn n/ v gnn/ \ <6 nn' 

quae reducitur ad hanc formam 

mir fejr (>t — fe) (n -f-fc) (qti -k)fm-+-k ') ( Zn—h) (3 n + h) ^ 

sm. ' ^ • n n * 4 n n ’ 9 n n 

et pro A suo valore restituto 

. mir m , s m (sn-m) (n -hm) (3 n - m) (nn-t-m^n-m) 

sin. ---(n — m) . ----- • — • ^ a etc * 

7T 

unde manifesto pro — idem repcrilur productum, quod valo- 

n sin. n - 

rem nostrorum integralium crprimit, sicque novam habemus demon- 
strationem pro Theoremate illo eximio supra per multas ambages 
evicto, esse 

f x m ~ i dx ‘ r x n 771 1 7)x __ m — 

J “ «T J “ j 1 4- J i 


k /i 


fe& 


6 k 


(l — X’ 1 )'» 


(t — x n ) « 


4~ 3 " 


7T 


/t sin. 


mir 


Jt— 


S c h o 1 i 0 n 2. 

369. Quo nostra formula latius pateat, ponamus - 

*~ t et nancisccmur fx m 1 dx (i — x 9 )- 




sen 
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» a (mv -f- n>Q 3 [mv-f-n fu.-) - v) ] 4 Imv -4- n (fi -4 -a v)] 

» mu ' (m-i-n) (u. -t v) ' (m-+-a n) (,u-f-av) * (m-+-3nj (/x-f-3v}" ' 

__ * a(mv-+-nn.) 3(m»4-»ut-4-nv) 4(’ nv + ,, M4-’"v) 5(tnv-4-nn.4-3n») . 

mu * (m+n)(^-fv) * (m-+-a«;(M-H>vJ * (m-f3/ij (ja+ 3»,) * (m4-4»i/(fi+4») C °* 

in qua expressione litterae m, n et pi, v snnt permutabiles, prae- 
terquam in primo faetore , qui cum reliquis lege continuitatis non 
connectitur; ac si per n multiplicemus , pcrmutabiliias erit perfecta, 
unde concludimus fore 

V-__ j «_j 

ii/x m 1 d:r(l — x 71 )* zz vfx ^~ 1 dx (1 — a-”)'» 

quae aequalitas casu v zz n ad supra observatam reducitur. Cae- 

terum juvabit casus praecipuos perpendisse, quos ex valoribus jjl et y 
desumamus. 


Jv. 


Exemplum 1. 

3 70. Sit jui zz i ct v zz: 2, Jietque 

x m ~ l 7)x 2 2(2 m-+?i) 3(2m+3n) 4(2ra-+-5n) 

)/(l — x'*) m 3 (m-i n) 5 (m-t-2 /*) * 7 (w+3n) 

dx 


ctc. 


=s/ 


]/ ( 1 — a.- 2 ) n - m 
quae expressio ita commodius repraesentatur: 


/ 




-a 


r 


2 4(2 ;n -+-//) 6(2m+3n) 8(2;n+5n) 

y' (1 — x' 1 * * ) tu 3(2m+2;i) 5(2m + 4/i) 7 (2m-f 6«) 

unde sequentes casus specialissimi deducuntur: 

D x 

/ (i — xx) 


etc. 


— o 

a. 4 

£~ 6 . *~ 8 etc. 

5 . 3 7. 7 


f 

d x 


- .■ ~ w 

* 3 . 3 * 


— J 7 

(t—xx) 

* 

9 

4 - 5 

6. 11 8. 17 

10. a 3 

ete 3 

r d x 



• 3 . a 

0 

• / » • • 
6. i*} 7. 20 

9- a0 

CIC. | 

/ 3 

Y (1 —x*)* 

<• 


4 - 7 

6. i 3 C. vig 

10. a 5 


r <t x 



3 . io 

* 6Ti 6 ' 7~aa * 

y. aO 

etc $ 

30 

1 3 

Y (« — **) 
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r *i* — i 

J V (» - *4) — * 

sive 

/ x x d x 

V (i — x4) 


CAPUT IX. 


-l.R 


r * 3 a * 

/ y e* — *4) 


4 . 3 

6. 7 

8. 11 

10. (5 

* 3 . 5 

* 5 . 9 

* • • 
7. >3 

9. '7 

4. 4 

6. 8 

8. ia 

IO. 16 

* 3 . 6 

* 5 . 10 

• / • 

7. 

9. 18 

9. 4 

4 . 6 

6. 8 

8. 10 

* 3. 3 

* 5 . 5 

7 - 7 

9 - 9 

4. & 

6. 9 

8. i 3 

IO. 17 

* 3 - 7 

8. 11 

’ 7 . .8 ’ 

9 - >9 

4-6 

6. 10 

8. «4 

10. 18 

* 3 . 8 

' 5 . «a 

• .» • 
7. ib 

9. ao 


etc. 


— i/ 4 


a* 


8 - ’*>■ 16 1 /* E£ 

i A. q. 18 * 2 J Y C* ** 


Y («-*•)* 
ax 

“=5 


ax 


»/* 

y (. - x*) 


etc. m I 


/ 


Exemplum 2. 

371 . -Si/ piinl e/ y — 3, Jietque 

x m ~ l dx 3 2(3m+n) 3(3m + 4«) 4(3m+7n) 

10 (/n -+- 3rc) 




,nx 2 


m 4 (/72. - 4 - n) 7 (m + 2n) 


= i f- 

n J n . 


it 

y' (1 — a? 3 ) n_ m 
unde sequentes casus specialissimi deducuntur: 

■f; 


a x 


/ 


y ( 1 — x 9 )* 
a x 


y(«-x3 ) 9 
siye 

/ xdx 
3 

y(«— x3)* 


?• 


f- 


!• 


sive 


/i 


ax 


/ 


y (. - x4)* 

xxax 

y( 1 — *+)• 


f. 
1 . 


9 . 5 

3 . 

I I 

4- 

>7 

5. 

a3 

etc. 

— 

1/ 

ax 

4 . 3 

* 7- 

"6 * 

IO. 

7 

* i3. 

9 


y c» — xi) 

a. 6 

3. 

i5 

4 . 

94 

5. 

33 

etc. 



f 

• a x 

4-4 

• 

7- 

• 

7 

10 . 

10 

* i3. 

i3 

" ~ 

J 

3 









1 

H 

U3 

V 

a. 6 

5. 

9 

8 . 

12 

II. 

i5 

etc. 




4. 4 

• 

7* 

• 

7 

io. 

IO 

* >3. 

i3 



a* 

a. 9 

3. 

18 

4- 

97 

5. 

36 

etc. 

- 

f 

4- 5 

• 

7- 

8 * 

IO. 

1 1 

* i3. 

»4 


J 

3 









y (i — x 3 ) 

3. 6 

6 . 

9 

9- 

12 

12 . 

18 

etc. 




4 . 5 

• 

7- 

8 * 

IO. 

1 1 

* >3. 

»4 



* 

a. 7 

3. 

>9 

4- 

3i 

6 . 

43 

etc. 



V 

* 3 x 

4- 5 

• 

7- 

9 

IO. 

i3 

# i3. 

>7 


£(,-x3>3 



2. l3 

3. 

25 

4- 

37 

5. 

49 

etc. 



ax 

4- 7 

• 

7- 

11 

10 . 

18 

' i3. 

•9 


IJ 

4 

y (1 — * 3 ) 



etc. 
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/ 


Exemplum 3. 

372. Sit jul zzzz 2 et v ~ 3, Jiet que 

2(3/n4-2n) 3 (3 m -4-5«) 4(3m+8n) 


x n—i 


3 


* n ) 


3 

2 m 


= i f - 

n J n 


5 ( in-t~n ) 
xd x 


8 (m -+-2n) 1 i (m-+- 3 «) 


etc. 


-m 


]/(l X 3 ) n ~ r 

unde sequentes casus speciales deducuntur: 

/ d x 

J 5 

>/(. -x») 

/: 


1/(1 — x3) 
sive 

/ x d x 
5 

✓ 0 — **) 


sive 


/r 


r 


d x 


V (1 — x4) 
x x d x 


3 


•x 4 ) 


3 

2. 

7 3 . 1.3 

4 - »9 

5 . a 5 

— i • 

5. 

3 * 8. 5 * 

«I* 7 ’ 

«4- 9 * 

— 3 

2. 

9 3 . 18 

4. 37 

5 . 36 

2 * 

5. 

4 * 8 . 7 * 

11. 10 

14. i 3 ’ 


3. 

3 6. 6 

9 - 9 

ia. ta 

' 

2. 

4 * 5 . 7 * 

8. 10 * 

11. i 3 

— 3 

2. 

«a 3 . ai 

4 - 3 o 

5 . 3 g 

— 4 • 

*. 

5 * 8. 8 * 

11. 11 

» 4 - »4 * 

— 3 

4 - 

6 7-9 

io. ia 

i 3 . >5 

— 4 • 

5 . 

5 * 8 . 8 * 

11. m 

14. 14 * 

3 

2« 

1 1 3 . a 3 

4. 35 

5 . 47 

- A • 

5. 

5 * 8 . 9 * 

11. i 3 

14. 17 * 

, 

2. 

17 3 . 09 

4. 41 

5 . 53 

2 • 

5 . 

7 * 8. 1* ’ 

11. i 5 

, • 1 

14. 19 



E x e m 

pium 4 . 


etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


— . etc. 


4 r xdx 

— *J v (1 — ^55 

r xdx 

— J 3 

/(i-x3)t . 
xdx 

^(1 — *3) 

xdx 

y' (1 — « 3)3 
xdx 


= / 


— if. 

4 /, 


4 

. V(. — *’) 


/ 


3 73. /SW fjt z=: 1 ef. v zzz 4, ficlque 

x n ~ 1 dx 4 2(4m+n) 3 (4 /n '+ 6 /1) 4(4m+ 9n) 


n \3 


y C 1 “ x "> 


m 5 (m *+■ n) 9 (m -+• 2 /2) 


i 3 (/n -h 3 n) 


etc. 


=i f - 

/i y n 


/ (i — a? 4 ) 71 ”™ 
unde sequentes casus speciales prodeunt: 


** 


Digitized by Google 


236 


CAPUT IX. 


/ 


dx 


/ 

/ 


4 

Y(t -x’)3 


• dx 


4 

Y (t — * 3)3 


x d x 


4 

✓ (,-* 3)3 


dx 

— 


Y (i-x4)3 


seu 

seu 


A 


x x dx 


Y (« - X4)3 


seu 


seu 


! 

? 

i 

3 


i 

3 

4 
3 


9. 6 

3. 14 

■ 5.3 

’ 9 . 5 

4- 3 

6. 7 

5. 5 

*5. 9 

3. 7 

3. 19 

5. 4 

’ 9- 7 

9. tl 

3. 23 

s7~s 

’ 9- 8 

3. 8 

3 24 

5. 5 

’ 9- 9 

4- 4 

6. 19 

5. 5 

’ 9- 9 

2. 8 

6. 1 2 

5. 5 

* 9- 9 

2. iG 

3. 32 

5. 7 

* 9- * * 

4- 8 

6. 16 

5. 7 

* 9- 11 

4. 8 

8. 19 

5. 7 

‘ 9- ■» 


4- 39 

5. 

3o 

>3. 

• 

7 

‘7- 

9 

8 . 

1 1 

IO. 

i5 

7- 

~i3 * 

9- '7 

4- 

3 1 

5. 

43 

j3. 

IO ’ 

‘7* 

1 3 

4- 

35 

5 1 

47 

■ 3. 

♦ 

1 I 

>7- 

«4 

4- 

4« 

5 

56 

1.3. 

■ 3 * 

J 7- 

>7 

8 . 

20 

lo. 

28 

i3. 


•7' 

17 

io. 

1 6 

•4 

20 

i3. i3 

’ »7- 

'7 

4- 

.4® 

5. 

ii 

’ i3. 

i5 

• 

‘7- 

'9 

8 . 

«4 

lo. 

32 

i3. 

i5 * 

«7- 

•9 

ia. 

16 

16 . 

20 

757 

i5 ; 

'7- 

>7 


2 r ** . 


4 /* 

3/3 

v' (i - *4}» 
dx 


— i f — ? 

3/3 

»'(' ~ * 4 ) 

=/r Js - 


/ (i - *4)J 


=/? 


ax 


Y(i—x4) 


Atque in his et 
contentus.. 


praecedentibus jam casus jm. zz 3 et y zz 4 est 


S c h o 1 i o n. 


374. Caeterum hae formulae, in quas litteras jx et v intro- 
duxi , latius non patent quam primum consideratae , series enim 
pendent a binis fractionibus * et quae cum semper ad commu- 
nem denominatorem revocari queant, formulas 



r m— 1 ^ x /*' x k — 1 dx 

- J — 

y(l — x n ) n ~ k )/ (i — x n ) n ~ m 


perpendisse sufficiet. Cum igitur earum valor casu rr. — i 
tur. huic producto 

i iClidti) a n (m -h & -f- n ) 3 n (m-+- h ■ a n) 

*• m (k -t- «), ’ (77i n) (k -j- a u) ' (m -f- 3 n) (k -J-3 nj * C ^ C ' 


aeque- 
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si in singulis membris factores numeratorum permutemus, et mem- 
bra aliter partiamur, idem productum hanc induet formam 

m-f-fe 7i (m -4-t?4-n) an(7n-f-ft-f-an) 3 n (m -+-&*+- 3 u) . 

77i fe * (m-+-uj («4-/q * (n~t~an) (fe— |—an) * (t7^+-3h) (fe-i-3«j ‘ C C ' 

quae ad memoriam magis accommodata videtur. Simili modo cum 
sit: 

3-V 1 dx f x$ 1 D.t 

71 f ~n 

j/ ( t — a n ) n ‘t * y' ( i — x n ) n P 

f>4~7 n (P~ 1—74-«) »flfp4-7~t-a» ) 3n( p~j-/j-f—S >i) 

V ‘T T-n) ' (p- h-inj (*?-»— aV) • (f 4-3 «}(74-3 h) * 

illam formam per hanc dividendo, erit 

fc — n 

Jx n ~ l * 3 r) r ( t — ,r B ) n 

i~~Ji 

f X* 'Dj7(1 — X n ) H 

Pl(m-hk) (f>4 -«) < '/?4-«)rm4-fc4- n) (p4-aw)f<H-? n X w ~+;*''f'.' ") c ^ c 

mtt(|>4-‘f) * (7n4-«)(*4-»O(p* 4 -<I-+- , 0 * (7n4-a«X*^ aM T(i , "H?“H !n ) * 
cujus omnia membra eadem lege continentur, Hinc autem eximiae 
comparationes hujusmodi formularum deduci possunt , quae quo 
facilius commemorari queant , brevitatis causa sequenti scriptionis 
compendio utar. 

Definitio. 

UsiJl 

3 7 5. Formulae intcgralis fx* * Dx(t — x n ) » valorem , 
quem posito x ~ 1 recipit, brevitatis gratia hoc signo (•) indi- 
cemus , ubi quidem exponentem n. } quem in comparatione plurium 
hujusmodi formularum eundem esse assumo, subinielligi oportet. 

Corollarium 1 . 

3 7 6. Primum igitur patet esse (p~(^), ct utramque 
formulam esse 

fj+4 W (f> 4- 7 4- " ) an (p 4- <7 4- ^>71 ) 

P 7 * (P 4- «) C7 4* ») ’ (f 4“ a n) (,j -h a nj * 



% 
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quorum membrorum progressio est manifesta \ dum singuli factores 
tara numeratoris quam denominatoris continuo eodem numero n 
augentur , ita ut ex cognito primo membro sequentia facile for- 
mentur. 


Corollarium 2. 


3 77* Deinde si sit p zz n , ob formulam integrabilem liquet 
es8e (;) — («)— £> item (;) = (£) = $• Porro cum 


fx^~ x dx (i — x n ) » “ 


7T 


n sin. 


p ir* 


ob q — n — — p seu p -}- q zzz n erit 


CeAs) = < ! v*) = 


7T 


/i sin. £5 

n 


Quare valor formulae absolute assignari potest, quoties fuerit 
vel p ” n, vel q — n, vel p q zzzn. 


Corollarium 3. 

* 

• 3 78. Quia etiam invenimus hanc reductionem 

4— n 4—* 

/xf •+-«-« dx (1 — x n ) n = p+r q fx p ~' d* (I — * n ) n > 
sequitur fore ( p -^) = • ( J-) : hincque 

/p) — / ?\ — p ~ n . ( P — n \ — <7 — n r_p\. 

' 5 ' ' p ' p + 5 — w \ m ' —— p ^ — — f) \j — n/ * 

tum vero etiam 

(P) (p—n) (g — n) rp^J», . 

unde semper numeri p et q infra n deprimi possunt. 

Problema 46. 

* 

3 79. Invenire diversa producta ex binis hujusmodi formulis $ 
quae inter se sint aequalia. 
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Solutio. 

Quaerantur ergo numeri a, b y c , d, et p , 7, r, ut fiat 

(t)(7) = ("«)(t)» < l uod cura sit 

/JM ° + i npi-f-ft + w) /C\ <HM «(c + d + n) 

V 6 ) ab ' (a + n) (b -+- nV ClC * Vdi cd' * (c+n) (d+^ eiC * 

f .£ N ZltJ. n ( P ^ ~+ ~ n ' pfr* / 21 \ r + * n (r-t-s-t-n ) 

fq C * V*/ r; * (r+n) (j+n) etC * 

eveniet, si fuerit i 

(a-+-fe)(c-f- d) (p-hq) (r+i) 

a b c d p q r s * 

aZ>c<Z (p -j- 7) (r -}- $) zz p7rs (a -f- b) (c -f- d ) 

ita ut, cum utrinque sex sint factores, singuli singulis sint aequales. 
Ex quaternis ergo cibcd et pqrs binos ad minimum aequales esse 
oportet; sit itaque s zz d elficique oportet 

ab c (p -f- 7) (r -}- d) — pqr ici -f- b) (c -f- d). 

I. Sumatur alter factor r, qui cum ipsi c aequari nequeat, . 
quia alioquin fieret (-^-)zz(-), statuatur r zz b } ut fiat 

ac (p - 1 - 7) (6 -+- d) zz pq (a -f- b') (c cZ). 

Hic neque p neque 7 ipsi p -j- 7 aequari potest, poni ergo debet: 

1 . ) Vel p -}- 7 “ a 4- b , ut sit ac (Z> -f- <f) — p 7 (c -f- c/) 

quia neque c neque (6-j-r/) ipsi (c-}-df) aequari potest, fieret enim, 

vel d zz 0 , vel b zz c , et ) zzr (-^-), relinquitur a zz c -f- </, 

et p q ~ c (b d)\ ideoque pzzb-\~d 5 t 7 zz c , unde conti* 
citur: 

2. ) Vel p -f- 7 zz c -f- J, ergo ac (6 -f- < 2 ) zz p 7 (a -f- 6) , 

hic c neque ipsi p neque 7 aequari potest, fieret enim ( ~ 

unde fiat c zz a -j- b , ut sit pq zz a (6 -f* d); ergo p zz; a; 
q ZZ b d\ - r zz b\ s zz. d consequenter 
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IT. Quin r zz b non differt a praecedenti ob a et b per- 
mutabiles, slaluatur r zz p -f- </, fietque 

abc ( d -{-p -f- 7) zz P7 (« -f- 6) (c -{- J). 

Quoniam r ipsi c aequari nequit, factor d -f- p -f- 7 neque ipsi 
p, neque 7, neque c -f- d aequalis poni potest, relinquitur ergo 

d p -f- 7 — « -f- b , et abc ZZZ p</ (c d) , ubi quia c ipsi 

c d aequari nequit , ac p et 7 pari conditione gaudent , fiat 

p zz c; erit 7 ZZ a -f- b — c — d t ct a b ~ (c d) (a b — c — d); 

unde a zz c -j- d\ 7 zz b; p zz c; /* zz b -f- c t s zz d\ sicque con- 
ficitur : 

(-t J ) (t) = (t) (-T-*)- 

Corollarium 1 . 

3 8 0. Hac solutiones eodem fere redeunt , indeque tria pro- 
ducta binarum formularum, aequalia eruuntur: 

G)(-G) = (•*•) (-t 0 = (!) ( J V) 

vel in litteris p, 7, r, 

(f ) = c-: ) o = (> ) Gfx 

Corollarium* 2. 

38 1 . Si hac formulae in producta infinita evolvantur, repe- 

rietur 

/ p_ \ /P-Hn — HrJ+ r «n Q-4- q -4- r -f- n)_ 4 n n f p -f- g -4- r - 4 - i n) ^ 

\q)\ r f <J r ' ‘ (p -i-n) n Y( r + ") ‘ (p -+- a n) (<7 -+- a n; (r -+- a n) 

unde patet, tres litteras p, 7, r, utcunque inter se permutari posse, 
atque hinc ternas illas formulas concludere licet. 
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Corollarium 3. 


3 8 2. Restituamus ipsas formulas integrales, et sequentia tria 
producta erunt inter se aequalia 


h. 


xP 1 D x 


■I 


y c i — x n ) n * 


ccP-t-l— 1 dx 

n 

y (i — x n ) n r 

x q-\-r — , 


/-■ 


y ( 1 — ar n )”‘ 
xP 1 dx 




•/ 


j/ ( i — x n ) n 


a:")" - r ' /(i — a: n )*”* 

Corollarium 4 . 

58 3. Hic casus notatu dignus, quo p-]-qzzzn } tum enim ob 

(to) = (i) = L etV-) = 


7 r 


. p IT 7 

n sin. — 

n 




7T 


haec tria producta fient — . Erit scilicet 

7i r sin. ~ 
n 


/ 


x n -P~'dx 


|/(1 — x n ) 


dx r x' 

'J *" 

n— r ,/ 


„_ f+r _, ■ dx 


|/(1 — x n ) n ~^ 


=/ 


aP 1 Da: 


•/ 


a^ 1 "- 1 Da: 


•j/( i —x n ) n ~ r y< i—x n )* 

7T 


. p -n 

nr sin. r - 

n 


S c h o 1 i o n. 

3 84. Triplex ista proprietas productorum ex binis formulis 
maxime est notatu digna, ac pro variis numeris loco p % q, r sub- 
•tituendis obtinebuntur sequentes aequalitates speciales; 

31 
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P 

<7 

/• 

i 

i 

2 

1 

2 

2 

1 

2 

3 

i 

1 

3 

2 

2 

3 

1 

3 

3 

2 

3 

3 

i 

1 

4 

1 

2 

4 

1 

3 

4 

1 

4 

4 

2 

2 

4 

2 

3 

4 

2 

4 

4 

3 

3 

4 

3 

4 

4 



(f)(f> = il>(f) = (t)(l) 
0)(J) = (t)i|) = (|)(0 
«)«) = «)«) 

(?)(}> = (§)(0 
< l )< I) = i f ) ( $) = (0 Cf ) 
(i)«) = (;)(§) 

(l> (») = (i) (|) 

(!KD = (i)U)- 


Quae formulae pro omnibus numeris n valent, ac si numeri majo- 
res quam n occurrant, cos ad minores reduci posse supra vidimus. 

Problema 4 7. 

3 8 5. Invenire producta diversa ex ternis hujusmodi formulis, 
quae inter sc sint aequalia. 

Solutio. 

Consideretur productum ({ ) (“t" 7 ) ‘l uod evolutum 

praebet: 

H -n -4- r - +- i nt (p -4- n -4- r -4- s -4- n) ( ,j c _ 

p q r s ' (p -f-nj (7 H— n) (r n) (s -t- n) 

fjuod eundem valorem retinere evidens est , quomodocunque quafuor 
litterae inter se commutentur. Tum vero eadem evolutio prodit cx 
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hoc producto: (|) ({-)(£“) > ubi eadem permutatio locum habet 
Aequalia ergo sunt inter se omnia haec producta: 

( f) et ‘ ') C-:-); DOCT); (|) ( p r) (“)'• 

(?) (**0 1 “); (*) (^) C -;-); ( 4 ) ( p 40 

(f) (5*0 (M)J (f) C-y') (“); <~I) 1-f’) ( p± ;-); 

e-) (’-*-) (-’ > i 2 ^) o f-to ( 2± ? ± -’) • 

Producta alterius formae ope praecedentis proprietatis hinc sponte 
fluunt: est enim 

e-V) c— = ( t) ci-> 

Deinde vero etiam hoo productum (^) (^v^) ev0,utum P ro 

primo membro dat: ^ ^ ^ > * n c i uo lam P et r > quam 
rj et v inter se permutare licet, ita ut sit 

(f) eV) ( p -t- r ; = (f) (T) ^D- 

S c h o 1 i o n. 

3 86. Quantumvis late hacc patere videantur, tamen nullas 
novas comparationes suppeditant, quae non jam in praecedenti 
contineantur. Postrema enim aequalitas 


O ( p T~ r ) = (D Cr) ( r t r ) 

\ oc-tt=oe-t r ) 


.q 

oritur 

ex multiplicatione . 

harum / OCtO^CrK^ )’ 
Priorum vero formatio ex hoc exemplo patebit, 

aequalitas ( J) 0 — ({ ) Cf 1 ) C 

ex mulnphcationc /rwr -f- f , 


harum 


l c p ^A p - ± : tP )=ao 
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Istac autem comparationes praecipue utiles sunt ad valores diver- 
sarum formularum ejusdem ordinis seu pro dato numero n invicem 
reducendos , ut integratio ad paucissimas revocetur , quibus datis 
reliquae per eas definiri queant. 


Problema -48. 


3 8 7. Formulas simplicissimas exhibere, ad quas integratio 

/ 3 p — i fi x 

— contentorum 


reduci queat- 


/ ( i — x n ) 


n — 9 


Solutio. 


Deinde est 


Primo est (— unde habentur hi casus 

(“) — 1 ; (t) = i; (f) = t’ (|) = 5 ; 05 ) = i 

p \ 


7T 


n 


n sin. 


pir 


, unde omnium harum formularum 


▼alores sunt cogniti, quas indicemus: 

C~r) = a; (— ) = (3; ("~ 3 ) = y; (!=*) = 5 ete 

Verum hi non sufficiunt ad reliquos omnes expediendos , praeterea 
tanquam cognitos spectari oportet hos: 

(-7-0 = A; C7 3 ) = B; (S=i) = C; (.-J-) = t) ctc. 

atque ex his reliqui omnes determinari poterunt ope aequationum 

supra demonstratarum; unde potissimum has notasse juvabit 

( n — f n \ /n — /ft — a -f- „ 

— v. b J \ T h 

(~) (“f- 1 ) = Cr) 

(-—) (5=f=0 (?=£=-*) = <rfi' (KH) ("^)- 

Ex harum prima\^osito a ZZ : b -q- 1 invenitur 
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077 = 077 (33) ■ (13°) . 

«bi C-3-) = -3-. ideoque per formulas assumtas definitur 
Ex secunda posito b zzz 1 deducitur 

0=33 = 073 0=33 ■■ 

Ex tertia posito b zz 1 invenitur 

0-733) = 0-7-') (37 0=33 = 0-73 0=7 

Bicque reperiuntur omnes formulae (— ■ ^ et ex his porro po- 
nendo i 11 2 in tertia 

0-733) = 033 (330=33 : 0-77 (—7 

unde reperiuntur formae (1 — ^ et ita porro omnes Q- — —~—)i 
quippe quae forma omnes complectitur. Labor autem per priore» 
aequationes non mediocriter contrahitur. Inventa enim 
ex prima colligitur 

031) = 0733) © = 0—37 

ex secunda vero 

5 ) — (— ■ ') C 5 ) 1 (-a-V 

similique modo cx inventis formulis ( n ° derivantur hae 

( n — 3^ (n — a — 3^ ^ n>^ . /n — a — 3^ 

\ T-4-3 / \ a) ‘ V a ) 

rn — a — 3\ /n — 3\ /« — a 


C- 


7 = 07-) C 


7 •• 073- 

Corollarium 1 . , 


untur 


3 8 8. Ex aequatione — defini- 

/ "-'7 — A • — !L- f— f 13317 — _i_. ete 

Ex aequatione vero — (“p-') ( n ~~ ~ ~ ' ) : C~~) hac 

formulae 
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( n ~ ( n ~ kB, sn — 4\ »C ( aii — 5n aD 

\ x ■/ a > \ i / p * ^ i ) — " 7 » ( * ) .*$* > e ^ c ' 

Corollarium 2. 

3 8 9. Aequatio 

OFF) = CF) G ~) (FF) : (-7-) (F) 

praebet 

v-r) — -(jx-5 ) — Ta- ; ( — ) — u ; (— ) — T.c etc * 

unde reperiuntur pro (^]) ("-“F) Q : (FF ) istae for- 

mulae 

/■ « — y ( 3 A , /fi — -n J 7 A , /n— t J A , /-n — t? e A . 

^ 3 / 1 a A B’ V 4 / a a BC’ V 5 ' 3aCD’ \ 6 J 4 aDE ClC ' 

atque etiam istac 

o— = (■-=-•) FFMFF qo~ 

/ » — 3 \ paAIJ f n — /ty p a B C, ,n — PaCD. ^n — G N P a D F. 

>• a ' a P A ’ \ a ) p 7 A ’ \ a )' yi‘~A* V. a ) dtA . 

Corollarium 3. 

3 9 0. Tum aequatio 

<■-=£=-*) = C-F) (— ) (— F) : (F) C-F) *■» 

/ a— 4 \ a Pa BC /n — 5\ «PnrD. ,n— <K a,3CI)E_ , n— aPDF.F 

' « ' p 7 A H ’ V a ) 7 fAB ’ \ 3 / d £ AU ’ l / f i I^AlT 

hi "‘ CF) = C-FF) ( 7 ) = C-~-) praebet 

/«_— 3\ A ' 1 ' 5 ' 0 - ( n ~ 3 \ sAB , /n~3x AB 

^ 4 ' lapAiiC* v 5 ) aa|i 11CD ’ V 6 / 3apCDE €tC ‘ 

atque ex (- — | — -) — (— 3 ~) C~~) : C"r) deducuntur 

/• * — 5 \ aP7l»CD > / n — 6 v a^CDE /t — 7\ ap7l)EF 

>> 3 / p7 d Ali ’ X 3 / 7d£AB » \T / ~i tflB ClC * 

Exemplum i . 


3 9 1. Casus in hac 


forma J' 


aP ‘ 7)x 


/ ( 1 — a 2 ) a — ^ 

contentos , ubi n ~ 2, evoluere , ubi est 

v <? ' P + 9 'F 


= 0 
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Manifestum est has formulas omnes vel algebraicc vel per 
angulos expediri , his tamen regulis utentes , quia numeri p ct q 
binarium superare non debent, unam formulam a circulo pendentem 

7T 

habemus ({) — - 7 — ~ v “ a, unde nostri casus erunt: 

2 sin. - 3 

(!) = !; (i) = 1 

(0 = ^ 


7) x 


Exemplum 2. 

- — ! — 

y' ( I — x 3 ) 5 4 

contento s, ubi n “ 3, evolvere , ubi est H_ 5 V— - p - (&\ 
Ilie casus principales, ael «pios caeteri reducuntur, sunt 


( 5 ) 


( 


?) = 77T- = m = “ et = A = f 

3 sin. ~ o y j v . _ „ 

3 yO-x 3 ) 2 


qua concessa erunt reliqui: 

(!) — <•> (!) = ii (|) = | 

(?) = *; (i) = f 
(!) = A. 

Exemplum 3. 


3 9 3. Casus i?i hac forma 


f c 


a f 1 r) .1 


i, ew/iw, est ( L T*) = *£fl(p- 


V U 
5 


— .r 4 ;4— <7 


=«) 


contentos , n — 4 

A circulo pendent hae duae 

(b = - JL .=~ = « ct (i) — 


. • 7T 

4 sin. - 


7T 


, • aar 4 

-4 sm. -7- 4 

4 


T=P. 
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praeterea vero una transcendente singulari opus est (f) zz A, unde 
reliquae ita determinantur : 

(!)=*; (!) = *•• (t) = |i (t)=l 

(0 = «f (l)=h (§) = £ 

(f) = *; (i)-—P 

(1) = "f 

Exemplum 4. 

i _ . r xP * r) x / p \ 

3 9 4. Casus in hac forma / : ZZ { - | 

J 5 ' \9/ 


contentos , ubi n zz 5, evolvere , ubi est zz — 


)/ ( l — a: 5 ) 5 9 

p-hq \ 9 . 


A circulo pendent hae duae formulae: 

7 r 7T 


(!) = 


r • T» 

5 sin. ^ 


zza et (!) zz 


5 sin. 


7T Pl 


praeter quas duas novas transcendentes assumi oportet 
(?) — A ct (f)zzB, 

per quas omnes sequenti modo determinantur 

(?)=<; (i) — ii (!)= ii G)= {i (V=f 

(*) = «» (i) = 1 = (!) =& (i) = iXi 

(?) = A; (|)=p ; (|)-|| ' 

(f) — T> (*) — B 

0) = T 


Exemplum 6. 


39 6* Casus in hac forma — 


xP~~' d x 


contentos , ubi n zz 6, evolvere . 


/(i — . a*)*—* 


=(;) 
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A circulo pendent hac tres formulae: 


‘0> = 


7 r 


= :=«•. (!) — 


7T 


, .. IT T ' V* / -■- . air 

6 sm. J 6 sin. • 

0 ' . 6 


7T 

3 y 3 


.* = 7-r; = 0: 


(!) = 


6 sin. 


7T 

6 


3 TT A V 


tum vero assumantur hae duae transcendentes: 


(f ) = A et (|) — B'- 

atque per has omnes sequenti modo determinantur 


(1) 

1 > * 

(t) 

II 

«) = 

— i . 

- 4' 

«)= 

1 • 

— 4 * 

(f)= i- 

(!) 

— cl ; 

«) 

— . 
A > 

(0= 

_ 

(t) = 

- P. 

~ 3 ii* 

(f) = £ 

(!) 

— A ;• 

V 

(!) 

= P;‘. 

(0 = 

- Pv. 

'aU’ 

(!) - 

_ P7A 
~ ' a«i'.a 


<?) 

a n 

— p i 

(!) 

= B; 

Ulv» 

'w' 
1 ! 

= v 




(fj 

ali, 

7 ’ 

(!) 

8 'U1 

7 A* 

* 





ii) 

a \ 

— P ’ 




• 

* 




(t)=i 


8 e h o 1 i o n. 


-39 6. ITas determinationes quousque libuerit, 
; in quibus praecipue notari debent casus novas 
species introducentes; quorum primus occurrit si 


( 0 =/- 


a x 




cujus vaiorem per productum 


continuare licet, 
transcendentium 
n ZZZ 3 , estque 

infinitum supra 


0. »3 


ctc. 


vidimus esso • 

__ ^ a. o a. o 

. 1 " 4- 4 ’ 7- 7 

quod ex formula (-)» ob /i ~ 3, etiam est 

3 3.5 6. 3 g. i » 

i. • ' 4 4 * 7' 7 

Deinde ex eiasse n nz 4 nascitur haec nova forma transcendens: 

f , \ /* x /) x /* 9 x e d x 

w — J 4 — J i 


--'M cic - 

J O. IO ,1 . IJ 


/(.— X-JJJ 


/(.- xt;3 


f _ 1* 

/ tyt— 


(■ 

32 


x4)’ 
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quae aequatur huic producto infinito 

3 4 - ? at 1 1 «a. i 5 ifi. ■*) __ o a. 7 4 - " a. »5 8. 19 . 

* e' e * ' • ” / • u CIC. — • i 5 • e t * 7 • "V " • CIC- 

*.a a- 6 9. »o 3 . »4 »7 *o * 5 . 3 9. 5 i 3 . 7 .17. 9 

Ex classe ;/ ~ 5 impetramus duas novas formulas transcendentes 

(?)=/,—• ~=fr JL * 

(i) = /r^~ 

V (. 

ita ut sit 


y (■ -x? 

4 3^9 u 

a. a * 7. 7 ia. ia 17. 17 


— 4 5 . g <o. -4 » 5 . 19 . 

4« • A A i _ • M M W * V % C& 

1.3 C. 8 u. i3 iC. 18 


4 5 . 9 »o.j 4 «s. 19 ctc 


(?) = Jf-J.— . »-’J cto. 

v 1 ' 1 . 3 C. 3 11 . i3 iG. i0 

Classis /2 *— 6 has duas formulas transcendentes suppeditat: 
«• (0=/«— — — /»— = 


l'(i - x fi )5 


1' (• — * 6 ) 




2 f 3> — r *_ . — t r <>2 — i /■_ 

* is . J ✓ (,—*«) y3) 


as 


— X«) *JY{i-ryi) - - . 

✓ ( 1 — x 6 ;* V^i-zz/ 

f , 

rtimto yzn.xx ct szz,r 3 . Notandum autem est inter has et 

primam y*- — — — — 2 f - y -* y — “ 2 (§) relationem dari , quae 
W> — xi)*' ' ,/(1—^)4 

est 2Y(4)(|) = a(l) (|;, ita ut prima admissa,' hio altera 
sufficiat»- 
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DE 

SEPARATIONE VARIABILI UM. 

Definitio.-* 

* • 

• » 

§. 397.- 

In aequatione differentia!» separatio variabilium locum habere di-- 
eilur, cum aequationem ita in duo membra dispescere licet, ut \n> 
utroque unica tantum variabilis cum suo differentiati insit. 

Corollarium' f 

39 8. Quando igitur aequatio difTercntialis ita est comparata^. 
Ut ad hanc formam X d x ~ Y e ) y reduci possit, in qua X functio- 
sit solius a: et Y solius f/, tum ea aequatio separationem variabilium 
admittere dicitur. 

Corollarium 2\ , 

3 9 9. Quodsi P et X functiones ipsius x tantum, at Q et Y 
functiones ipsius y tantum denotent, haec aequatio P Ydx “ QX ^ 
separationem variabilium admittit, nam per XY divisa abii in 1 
nz y y > qua variabiles sunt separatae.- 

* 

Corollarium 3’. 

400. In forma ergo generali separatio variabilium 1 

locum habet, si V ejusmodi fuerit functio ipsarum x et y t ut in> 
duos factores resolvi possit, quorum alter solam variabilem x, alter 
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solam y contineat. Si enim sit V zzX Y , inde prodit aequatio 
separata ' ^ — Xdx. 

• S e h oi i o n. 

9 y 

40 1. Polita differentiarum ratione ^~p y in hac scelione 
.ejusmodi relationem inter .r, y et p cosiderarc instituimus, qua p 
aequetur functioni cuicunque ipsarum .r et y . Ilie igitur primum 
Cum .casum contemplamur, quo ista functio in duos factores resol- 
vitur, quorum alter est functio tantum ipsius x et alter ipsius y % 
ita ut aequatio ad hanc formam reduci possit Xdx ~ Y d // , ijj 
qua binae variabiles a se invicem separatae esse d euntur. Atque 
jn hoc casu formulae simplices ante tractatae continentur , quando 
Y~ t, ut sit dy~Xdx, et t/zz/X^r, .ubi lotum -negotium 
ad integrationem Xdx revocatur. Haud majorem autem habet diflj- 
, Cullatcm aequatio separata $.dx~\’i)j/ y quam perinde ac formula^ 
.simplices tractare licet, id quod in sequente problemate ostendemus, 

'Problema 4 9. 

402. Aequationem difiercntialem , in qua variabiles sunt se- 
paratae, integrare, seu aequationem inter ipsas variabiles invenire» 

Solutio. 

Aequatio separationem variabilium admittens semper ad hanc 
formam Y dy — Xdx reducitur; ubi Xdx tnnquam difierenti.de 
functionis cujusdam ipsius x.clYdy l.mquam differentiata functioni» 
cujusdam ipsius y spectari potest, cum igitur difiercnlialia sint ae- 
qualia eorum integralia quoque aequalia esse , vel quantitate con- 
stante dilferrc mcesse est. Integrentur ergo per praecepta superioris 
sectionis seorsim ambae formulae, seu quaerantur integialia /Ydy 
et J'Xdx y quibus inventis erit utique f Y dy zzz /X d x H— Const. 
qua aequatione relatio linita inter quantitates x et y exprimetur. 


C A~P U T t 
Corollariu m 


2i5 


i, 

A J 0 3\ Quoties ergo' aequatio difle •cntinlis separationem varia* 
tjilium admittit, toties integratio per eadem praecepta , quae supra 
dc formulis simplicibus sunt tradita, absolvi potest. 

Corollarium 2. 

•4 0-4. In aequatione imrgrali /Y dj/ ~/X d x -f- Const. vel 
ambae functiones /X dy et f)Zi)x sunt nlgcbraieae, vel altera alge* 
braica, altera vero transcendens, vel ambae transcendentes, sicque 

velatio inter x et y vel erit algclnaica, vel transcendens. 

* • 

4 

S e b o I i o n. 

■4 0 5. In Separatione variabilium a nonnullis totum fundamen- 
tum resolutionis aequationum diflcrcntialium constitui solet, ita ut 
cum aequatio proposita separationem variabilium non admittit, idonea . 
substitutio sit investiganda , cujus beneficio novae variabiles intro- 
ductae separationem patiantur. Totum ergo negotium huc reducitur, 
t)t proposita aequatione differcntiali quacunque, ejusitiodi substitutib 
scu noiarum variabilium introductio doceatur, ut deinceps separatio 
variabilium locum sit habitura. Optandum utique esset, ut hujusmodi 
methodus, pro quovis casu idoneam substitutionem inveniendi,- aperi- 
retur; sed nihil omnino certi in hoc negotio est compertum, dum 
pleraeque substitutioilcs , quae adhuc in usu fuerunt , nullis certis' 
principiis innituntur. Deinde autem variabilium' separatio non tarf- 
quam verum fundamentum omnis integrationis .spectari petest, prop- 
tcrea quod in aequationibus differentia libtis secundi alliorisvc gradus 
itullum usum praestat; infra autem aliud principium latissime patens 
Sum expositurus. In hoc capite interim praecipuas integrationes 
Cpc separationis variabilium administratas exponere operae pretium 1 
Vidcjlur;' quandoquidem in lioc arduo negotio, quam plurimas metlio^* 
dos cognoscere, plurimum interest. 
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Problema 5 0.. 

4 0 6. Aequationem diflerentialem P <) x Q ^ //* in qua P et 

Q sint functiones homogeneae ejusdem dimensionum numeri ips irum 
x et y, ad separationem .variabilium reducere; ejusque integi ale 
invenire. 


5 o 1 u t i o. 

4 * 

% 

Cum P ct Q sint functione» homogendae ipsarum x et y 
ejusdem dimensionum numen, ent functio homogenea nullius di- 
mensionis, quae ergo posito yzzzux abit in . functionem ipsius u. 
Ponatur igitur yzzux, abealquc * in 11 functionem ipsius u. ita 
ut sit ()y — Udx. Sed ob y~ux t iit ^r/ zr udx -|— a du, qua 
substitutione nostra aequatio induet hanc formam 
.inter binas variabiles x ct u, quae manifesto sunt separabiles. Nam 
.dispositis terminis d & continentibus, ad unam partem, habetur 

xdu “ (U — ii) dx 7 ideoque --f “ 

quae integrata dat Ix zrz f ita 1,1 jam e,x variabili u deter- 

minetur x 7 unde porro cognoscitur y “ ux. 

«* 

: C o r o 1 1 a r i u m i,. 

4 0 7. Ouodsi ergo integralc etiam per logariihmos 

exprimi possit, ita ut Ix aequetur logarilhmo functionis cuj uspiam 

ipsius u\ habebitur aequatio algebtuica inter a? ct u, ideoque pro 

M posito valorc aequatio algebraica inter x ct y. 

* 

Corollarium 2. 

408. Cum sit y zz ux, erit lyzz1u-±-lx t ideoque cum 

•ait Ix zz f , erit 
J U — u 
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• ly = lu =/v +/ U !^: 

quibus integralibus in unum reductis , fit ly ~ h^T-Ty Ven,,n 
hic notandum est, non in utrnquc integratione pro Ix et ly con- 
stantem arbitrariam adjicere licere; statim enim atque alteri integrali 
est adjecta , simul constans alteri adjicienda definitur , cura esse 
debeat ly zn Ix -4- l u. 

Corollarium 3. 

40 9. Cum sit 

r ?)u rdu — dU-f-dU y dU idV — d n 

J (j _Tu J U J U " J U — u » 

ob hoc posterius membrum per logarithmos integrabile , erit Ix zz: 
f~ V -~ — / (U — u) , seu Ix (U — — n) zz: f ~ . Perinde ergo 

est, sive hacc formula f v d ^l~ sive integretur. 

•S c b o 1 i o n. 

410. Quoniam hacc methodus ad omnes aequationes hom«- 
geneas patet , neque etiam ob irrationalitatem, quae forte in func- 
tionibus P et Q inest, iyipcditur, imprimis est aestimanda, plurirr.um- 
que aliis methodis anteferenda , quae tantum ad aequationes nimis 
speciales sunt accomodatae. Atque hinc etiam discimus omnes ae- 
quationes, quae ope cujusdam substitutionis ad homogcneiiatern re- 
vocari possunt , per eandem methodum tractari posse. Veluti si 
proponatur haec aequatio d z -f- z z d x ~ ---J ? , statim patet posito 
z z ~~ , eam ad hanc homogeneam — ^ -f- zz: n xx *, seu 
xxdy ~dx(xx — a yy) reduci. Caetcrum non difficulter per- 
spicitur, utrum actpiatio proposita hujusmodi substitutione ad homo- 
geneitatem perduci queat ? Plerumque , quoties quidem fieri potest, 
sufficit has positiones x z ~ u m et y zz: v n tentas^e, ubi facile judi- 
cabitur , num exponentes w ct n ita assumere liceat , ut ubique 
idem dimensionum numerus prodeat, magis enim complicatis sub- 

33 
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stitutionibus in hoc genere vix locus conceditur . nisi forte quasi 
sponte se prodant. Methodum autem integrandi hic expositam ali- 
quot exemplis illustrasse juvabit. 

Exemplum t . 

4 11 . Proposita aequatione differentiati homogenca xdx-\- 
ydy nz my?) x, ejus integrate invenire. 

Cum ergo hinc sit posito yzzzux fit — 




( idcoque ob dy — U()x -f- xuu, erit 
u d x -1- x d u — l) .r, hineque 


3* 

* 


u d u 
mu — i — uu 


— v d u 


i — m u -}- u u 

i). r — u 't ) u -1- * ni d u 


— , seu 

ii ii * 


£ m r} u 


x 1 — m u -f- uu 1 — ni u -f- u u 
unde integrando 

lx =z — \l (i — mu + uu) — \ tnf- LLnu-h Tu Co:>st ' 

ubi tres casus sunt considerandi, prout m £> 2 , vel m <£ 2 , 'd 
m — 2. 

1.) Sit m £> 2, et 1 — mu-\-uu hujusmodi formam habe- 
bit (u — a) (u — - ~), ut fit m — a -f- ^ zz: } et ob 

})u a ?)ii a t) u 


(u — a) (w — 1 « 

/x zz: • 


a a — i u — - 


- , fiet 


(aa-h t) , u —a 

’ / (1 — mu uu) — ■ ; / _ — - 1 t ,+ " C ’ seu 


2 (««■ 


/a; j/ ( 1 — mii-f w u) -f- 


«it — a a 

l . = /e. 


2 (cia — 1 ) ct u — 1 

et restituto valorc uzz:^, aequatio integralis erit 

aa-\- t ay — aax 

Wi**- m *y + ■ ~aTj-ir - • 


seu 


-v. 
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<» a ~b i 


/ay — aax («« — >) , , _ 

( i/(xx — mxy -j- yy) zz C. 

\ ay — xj 


2.) Sit m 2 seu m zz 2 cos. a, erit 
: zz: - — Ane. tang. — 

i — u u cos. a -j— u u sin. a & ° i — 


u sin. a 


u cos. a 


ttnde 


Ix / ( t — • m u -J- u u) zz C — ‘j— Ang. tang. ^ , seu 
iy (xx mxy ~^yy) — Q — Ang. tang. • 

3.) Sit m zz 2, erit f hincque 

/x ( i — u) zz C — , seu / (x — y) zz C — . 

Exemplum 2. 

4 1 2. Proposita aequatione differentiati homogenca 

dx (ax-J -py) ZZ Dy (yx -f- 5y) 
integrate invenire. 

Posito y zz it;r, erit udx -J- xdu zz Dx . ”, idcoquc 

^5 Pf*(y-4-3i<) , Du($w n-iy~|(3) -i- D u v | °) 

x a -t- |jw — y u — > 5 mu a -t- (p — y ) u — d a a ’ 

unde integrando 

/.T ZZZ C — l y [ct H— C|3 — V) « — m] -f- i (3 -+- y) /* — ttt—- — t— : 
ubi iidem casus, qui ante , sunt considerandi , prout scilicet deno- 
minator a. -}- (3 — y) u — tUi/iJvcl duos factores habet reales et 
inaequales, vel aequales, vel imaginarios. 

Exemplum 3. 

413. Proposita aequatione differentiati homogenca 
xDx -f- ydy zz xdy — ydx 
ejus integrate invenire. 
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Cr.ni hinc sit posito y zZ «a;, 

xc)uzz “ dx, scu xdazz; <)x, unde colligitur 

et integrando 

/x zz Ang. tang. w — / )/ ( t «u> -f- C, seu : 
/ / (; x x yy ) — C + Ang. tang. *. 


fit udx -4- 

dx_du — u_)u 
x “ l “f-U «' * 


r 


Exemplum 4. 


414. Proposita aequatione differentiati homogenea 
xxdy :zz (.rx — «yy) 3x 
<yuf integrate invenire. 

Hic ergo' est & z~ x * y - y - , et posito yzztzx, prodit' 

&dx + xd"~(i —autO&x, ideoque et lx - 

enjus evolutioni non opus est immorari. 


-au u 


Exemplum 5.- 

415. Proposita aequatione differentiati homogenea 
x d y — ■ y d x zz 3 x / (xx -f- y y) 

ejus integrate invenire. 

Erit ergo zz v 1 ^ r x x - , unde posito yzzwx, fit 
wBx-f-x^t/mfu-f-i/Cl -l-uzt)]dx r seu xduzzzdx y'(\ -p-nu)j- 
ita ut sit ~ zz pYT^uu) » cu j us integrale est 

tx zz /a /[« -f- 1 / ( 1 -j- u u)] zz la ■- ' x * , 

scu lx — la + unde colligitur 

seu ]/ (x# -J- yy) zz a -f- y, hineque x’x — a a -f- 2 ay. 

S c h o U o n. 

416. Huc etiam functiones transcendentes numerari possunt, 
modo afficiant functiones nullius dimensionis ipsarum x ei y, quia 
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posito i/zzzu r. siuiul in functiones - ipsius u abeunt. Ita si in ae- 
quatione PV).r~Q^y, praeterquam quod P et O sunt functiones 
horaogeneae ejusdem dimensionum numeri, insint hujusmodi formulae 


V (x x -f- y y) . 


ty- x \ Ang. sin. 


y y) ’ 


cos. 


n * 


etc. 


methodus exposita pari successu adhiberi potest, quia posito yznux,: 
ratio , aequatur functioni solius novae variabilis u. 


Problema 5i. 

4 17. Aequationem differentiatam primi ordinis' 

dx (a -f- (3x -hyy) — dy (5 -(-* H- 4V>’ 
ad separationem variabilium revocare et integrare. 

Solutio:- 

Ponatur a -f- (3 x -f- Yy z~t et 5 -f- ex -f 1 - %y 'm U, ut fiat 
T^xzZLudy. At inde colligimus 

— yu-\-at - 4-7 S . P « — ef-hat — P S 

x — P£ — 7« * — P <?— yt » 

fiineque dx :dy zz — yDu : (3du — sd£ , unde nanciscimur 
hanc aequationem 

£tdt — y tdu izz fiudu — ^ eudt, seu 
()t (%t — j— £ u) Z— d u (|3 u — }— y i ) , 

quae cum sit homogenea et cum exemplo §. 412. conveniat, inte- 
gratio jam est expedita. 

Verum tamen casus existit, quo haec reductio ad homogcnci:*- 
(cm locum non habet , cum fuerit (3 % — ye~0, quoniam uim 
introductio novarum variabilium t et u tollitur. Hic ergo casus 
peculiarem requirit solutionem , quae ita instituatur; quoniam tum' 
aequatio proposita ejusmodi formam est habitura 

a.dx -f- ((3x -j-yy) dx ~ Sdy -f- n (fix ~j^yy) dy 
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ponamus (1x -i-yrj — z, cnt a ;= 5 _ | _ ni . At dy " -- , 

ergo ~ d x , ubi variabiles manifesto sunt sepa- 
rabiles , fit enim dx -jzz . ■■ ■ — »>— , cujus integratio lo- 

i Sit 'y — f— /i jj . 0 , 

“h C. 


a V -f- ii 6 -)- ("y -t- n p) z ' 

garithmos involvit, nisi sit y — )— n -i — o, quo casu algcbrai-ce dat 
_ a S z -}- n z 


a( a ?-h fiS) 


Corollarium 1. 


4 18. Aequatio ergo diffcrentialis primi ordinis, uti vocatur, 
in genere ad homogencitatcm reduci nequit , sed casus , quibus 
— y e, inde excipi debent, qui etiam ad aequationem separatam 
omnino diversam deducunt. 


Corollarium 2. 

419. Si in his rasibus exceptis sit /i " 0 , seu haec pro- 
posita sit aequatio dy zndx y y), posito |3 x -f- y y ~ z, 

ob d ~ 1 , haec oritur aequatio dx — q y ' f a J~ y~z y CU J US * nte * 
grale est 

^ _ ;P- 4 -« 7 -f yz — t fi -4- a y -4- P 7 * -H y y y 

yx — i - — l - , seu 

P + V (a -f- px -j- yy) = C^ x . 

Problema 52. 

42 0. Proposita aequatione differentiati hujusmodi: 
dy -+* Vydx rz Odx 

in qua P et Q sint functiones quaccunquc ipsius x , altera autem 
variabilis y cum suo diflerentiali nusquam plus una habeat dimen- 
sionem, eam ad separationem variabilium perducere et integrare. 

Solutio. 

Quaeratur ejusmodi functio ipsius x , quae sit X, ut facta 
substitutione j /~X« aequatio prodeat separabilis : Tum autem 
oritur * 


\ 
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Xdu-j-uDX ~Qdx 
-4- PXtiD* 

quam aequationem separationem admittere evidens est , si fuerit 
<)X 4" PX “ 0 , scu y “ — Pf).r , untui integratio dat 
/X nz. — yV t)x et X ~^lc J p dx. j lac ergo pro X s imita func- 
tione, aequatio nostra transformata erit X ,)u ~ O -), r, seu d u — 
^*_ f /pa*Q^ T) unde cum P ct Q sunt functiones ditae ipsius 

x, erit uzzzfe^ Pdx Q/).p— x - Quocirca aequationis propositae 
integrate est j/zze jPdxy' e jPdx O^.r. 

Corollarium 1 . 

4 2 1. Resolutio' ergo hujus aequationis 7) y -f~ P // ^ x — O ?).t 
dapliccm requirit integrationem , alteram formulae /P <).r , alleram 
formulae 0^- r * Sufficit autem in posteriori constantem ar- 

bitrariam adjecisse , cum valor ipsius y plus una non recipiat. 
Etiamsi enim in priori loco j Vdx scribatur J )?i)x “4~ C , formula 
pro y manet eadem. 


Corollarium 2. 

4 22. Dum ergo formula Pi).r integratur, sufficit ejus inte- 
gralc particulare sumi, ideoque constanti ingrcdienti ejusmodi valo- 
rem tribui convenit, ut inlegralis forma fiat simplicissima. 

S c h o 1 i o n. 

423. En ergo aliud aequationum genus non minus late pa- 
tens quam praecedens homogenearum , quod ad separationem varia- 
bilium perduci, hocquc modo integrari potest. Inde autem in Analysin 
maxima utilitas redundat, cum hic Jitterae P et O functiones quas- 
cunque ipsius x denotent, lloc ergo modo manifestum est, tractari 
posse hanc aequationem lidy 4 Vydx HZ Q.dx f si etiam ii fune- 
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tionem quamcunque ipsius x denotet , facta enim divisione per R 
forma proposita prodit, modo loco P et Q scribatur -- et ita 
ut integrale futurum sit 



Ad hujus problematis illustrationem quaedam exempla adjiciamur 


Exemplum 1. 

42 4. Proposita aequatione differentiati 

dy -{- tjdx nz ax n d a; 
ejus integrate invenire . 

Cum hic sit P — i et Q — ax* , erit /T^xzzix, et 
quatio Jntegralis fiet 

y ~ e x f c* x n dx , 

quae si n sit numerus integer positivu9, evadet 

y~c~~ x [c x (x n — nx n ~ l -t~ /i(n — l)ar n-a -r-ctc.)-4~C] C$ 2 2.3,) 
qua evoluta prodit 

y ~ C c~ x x n — nx H ~ rt -bn (n — i)x n * — n(n — >2}^nr-~ 3) x 11 *' 3 i-etc. 
^ndc pro simplicioribus valoribus ipsius n , 

si nr 0, erit y ~ Ce~ x -t- 1 ; 

si n “ i , erit y ~ C e ~ x -h x — 1 ; 

si uzl'2. erit y — C e~ x -t- x 2 — • 2x + 2.<1 ; 

si n ~ 3, erit y — C c~ x x 3 — 3 x 1 -t- 3. 2 x — 3. -2. 1; 

elc. 


Corollarium l . 

4 25. Si ergo constans C sumatur zz; Q . habcbkor integrale 
particulare 
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yzzix n -~ nx n ~ t +-n (n — - l).r n *~ 9 — ;z ( n — • 1) (n-— 2) x n ~ 5 -+-ctc. 
quod ergo est algebraicum , dummodo n sit numeras integer posi- 
tivus. 


Corollarium 2. 


426. Si integrale ita determinari debeat, ut posito x ~ 0, 
valor ipsius y evanescat , constans C aequalis sumi debet ultimo 
termino constanti signo mutato, unde id semper erit transcendens. 


Exemplum 2. 


4 2 7. Proposita aequatione differentiati (t — xx)dy 
xydx~adx ejus integrale invenire. 


Aequatio ista per 1 — xx divisa ‘ad hanc formam reducitur 


+ - y -* = — 
** 1 « — XX t — 


a d x 


XX ■ 


ita ut sit P zz 


X X 


n 


xx 


hinc 


f P dx — — / ]/ ( 1 — xx ) , 

grale reperitur : 

, f ad x 

y — xx) J ? 

( t — XX ) 2 


et ef p ^ x 




ax 

(1 — xx) 



ex quo inte- 

)/ C i — * *) ; 


quocirca integrale quaesitum erit 

y — ax -f- C )/ ( t — xx) 

quod si ita determinari debeat, ut posito 'x zz 0 evanescat, sumi 
oportet C — 0, eritque yzzzax. 


Exemplum 3. 

4 2S. Proposita aequatione differentiati d y p-p 
zznadx, ejus integrale invenire. 

Cum hic sit P z= yrpzfjj j et Q — a, erit 
f?dx ~ n l [x - y (t -f- x.r)j et 

3 -i 
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£ /P 3 x __ ]/ (1 4* xx] n t et 

e — jpd x — [j/ (i xx ) — x] n : 

unde integrale quaesitum erit 

y zz [j/ (1 ~t- xx') — x] n f a ^ x [x -f- }/ ( 1 -f- :r.r)]* 
ad quod evolvendum ponatur x -\- ]/ (l + xa:) zz u . 

* — 5-^', hinc 3* = Sj-il+JijO 

au 1 


et fiet 


a u u 


y*u n d x zz 


u" 


ergo 


2 (/2 — 1) ' 2 (u -}- i) 
Nunc quia [j/ (1 xx ) — aq n zz w —B , erit 

a u~ 1 au 


4-C. 


i/~ C22“ B H- 


stve 


2 (/z — 1) 2 (/i -b i) 

y ~ C |y (i xx) — ar]» 4- r(«'^7) H" ^ • r > ^ 

-H t/ (1 *+" ^ 

quae expressio ad hanc formam reducitur 

y zz C [/ (1 + ara;) — x] n -f- r ~ )/ (1 4- a? a?) — 

si integrale ita determinari debeat , ut posito x zz 0 fiat j/zfl, 
sumi oportet C zz — — — . 


n n — t 


Problema 6 3. 

42 9. Proposita aequatione diffcrcntiali 
dy Pydx — Qy n ~)~ l dx, , 

ubi P et Q denotent functiones quascunque ipsius ar, eam ad se- 
parationem variabilium reducere et integrare. 

Solutio. 

Haec aequatio posito — zz z statim ad formam modo trac- 

y n 

tatam reducitur, nam ob zz — aequatio nostra per y divisa, 
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scilicet — - -f- Vdx ~ Qy n d x , statim abit in — ~ -f- ?dx 
zz seu dz — nPzdxzz: — nQdx, cujus integrale est 

z zz — c n J ?dx fe~ n J pdx nQdx, idcoque 

* 2. = _ ne n / p a* /v-«/ pa*o5x. 

y n 

Tractari autem potest ut praecedens , quaerendo hujusmodi 
functionem X , ut facta substitutione y ~ Xu prodeat aequatio se- 
parabilis; prodit autem 

Xdu -J- udX -f- PX udx zz X n *d-' u n " H Qdx. 

Fiat ergo ^X — {— PX3x zz 0, seu X zz e ~ eritque 

zz X" Qdx zz e~ n f p ^x Qd x } 

et integrando 

zz/e~ n J v dx Qd x. 

n u n . 

Jam quia u zz £ zz e^ v dx r/, habebitur ut ante 

— ne *Jrdxy> e -nJPdx Qd x 


S c h o 1 i o n. 

43 0. Hic ergo casus a praecedente non differre est cen- 
sendus, ita ut hic nihil novi sit praestitum. Atque haec duo genera 
sunt fere sola, quae quidem aliquanto latius pateant, in quibus se- 
paratio variabilium obtineri queat. Cactcri casus, qui ope cnjusdam 
substitutionis ad variabilium separationem praeparari possunt, plerum- 
que sunt nimis speciales , quam ut insignis usus inde expectari 
possit. Intcrira tamen aliquot casus prae caetcris hic exponamus. 

4 * 
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Problema 54. 

43 1. Proposita hac aequatione diflcrcntiali 

aydx -f~ pxdy - 4 - x m ij n (y ydx -f- $xdy) nr 0, 
eam ad separationem variabilium reducere, et integrare- 

Solutio. 


Tota aequatione per xy divisa, nanciscimur hanc formam 

~ + y - > + *- C * x + *-r) = ° > 

unde statim has substitutiones x a y^ zzz t et x* y ^ ~ u insigni usu 

non esse carituras colligimus: inde enim fit 

a i (3 «5 y dj’ y. d x i 3' <5 y S u 

x ' y t x y u ’ 

hineque aequatio nostra *** — }— x m y n . zzz. 0 . At ex substitutione 

sequitur 

x aS— P 7 — fi u — P^ e t y a &— P7 — w® y, idcoquc 
6 — P — 7 a 

a 3 — (3 7 a 3 — P 7 _ a 3' — p 7 aj — (3 7 


X “ t 


U 


, et r/ = t 


u 


quibus substitutis fit 

im — 7 rt an — p m 

dt , a 3 — p 7 a 3 — p 7 a m A . . 

— — I- t . u ■ ■ — 0, idcoque 

y n— S m . an — P m 

a 3 — P 7 * - a 3 — P 7 

' t ()t it 

cujus aequationis integrate est 


du z=z 0 , 


7 « — 3 m 
a 3 — p 7 


a n — p m 
a 3 — p 7 


It 


- = C. 


yn — Sin an — |3m 

Ubi tantum superest ut restituantur valores t~.i a y ^ et 
Caeterum notetur, si fuerit vel yn — A m m u vel 0 n — fimzz.0 , 
loco illorum membrorum vel It vel Iu scribi debere. 


Digitized by Google 


CAPUT I. 


269 


S c h o 1 i o n. 


432. Ad aequationem propositam ducit quaestio, qua ejus- 
modi relatio inter variabiles x et y quaeritur, ut fiat 

fydx ~ axi / -f- b x m ^~' y n ^~' ; 

ad hanc enim resolvendam diflerentialia sumi debent , quo prodit 
ydx—axdy+ aydx *- bx m y n [(m -t- \)ydx t- (/z i- l)x<)y], 
qua aequatione cum nostra forma comparata, est 

a — a — 1, (3za, y - (m i) b, et 5 — (/z -+- 1) b; ergo 

a 5 — • (3 Y — (n — m) ab — (u -i- 1 ) b 

a. n — |3 in ~ ( n — in ) a — /z, ct 'Y n — 5 m ~ (/z — • m) b , 

unde aequatio intcgralis lit manifesta. 


Problema 55. 

43 3.. Proposita hac aequatione diflerentiali 
ydy 4- dy (« -f- bx -f- nxx) “ ydx (e -f- iix) , 
eam ad separationem variabilium reducere, et integrare. 


Cum hinc sit 
v (c -f- n x) 


dy — 


Solutio. 

y (c -f— n x ) 


d x 
U ■ 


y -x- a--\- b x -f- n xx 

u (a -f- b x -4- « x xl 

SCU IJ ZZ. -- — 

° C -t- II X — u 


, tentetur hacc substitutio 


, fieriquo debet 


y -r- a -i- b x -f- nx x 

dy zz: ad x, seu 

dy w d x d x (c- f- n x — ») # 

y y a -•»- S x n x x 

at ex logarilhmis colligitur 

dy du ^ x) n dx-r - d u >"> r fc -f- * x — u) 

y u ■ a-f-bx-t-rixx c -j--ix — u u - f- i> .t -f- <; .t jc ’ 

quae contrahitur in 

d u (c-f nx 1 - — n u d x d x(s — b — n x - — u) 

u (c -f- K x — u) u -t- o x -r- >t x x 


Seu 


d u (c H- n x) d x (n n -f- c c — bc [b — ? c) u -f- u u) 

u(c-f-»i* — (c-f-iix — uj (a-j- ux -f- n x x) 


n x 


270 


CAPUT I. 


quae per c-\-nx — u multiplicata manifesto est separabilis, pro- 
ditque 

Bx Bn 

( a -f- b x n x *) (c + n i) u (na + cc — 6c-j- (^ — a c) u -f- u u) ’ 

cujus ergo integratio per logarithmos et angulos absolvi potest. 
Casu autem hic vix praevidendo evenit , ut haec substitutio ad 
votum successerit, neque hoc problema magnopere juvabit. 


Problema 56. 

43 4. Propositam hanc aequationem differentialem 

(y -*)dy = 

*d separationem variabilium reducere, et integrare. 

Solutio. 

Ob irrationatitatem duplicem vix ullo modo patet , cnjusmodi 
substitutione uti conveniat. Ejusmodi certe quaeri convenit , qua 
eidem signo radicati non ambae variabiles simul implieentur. Ad 
hunc scopum commoda videtur hacc substitutio y — — - , qua 

fit ,/ i+yy= 'dv = 

— i ^ u ) 3 atque his valoribus m nostra aequatione 

substitutis, prodit 

— u d x ( 1 -+■ u u) -h ud u ( i -t- x x) — n d r. ( 1 -t- u u ) }/( 1 u u ) , 

quae manifesto separationem variabilium admittit: colligitur scilicet 


__dx 

l+XX 


u B u 


(lT»ttJ [u Y (l -+• u tt) + u) * 
quae aequatio posito 1 -f - uiizutt , concinnior redditur 
B x , B t 

1+xx ' F ( n t •+- >' (f t — I Jj * 
et ope positionis t zzz sublata irrationalitate , 

B x a <5 s (i — ts) 2 B t * n B t 


■XX 


(i -h Si) 1« -t- » -r ('» — •) s Ij 


ri 


— i) it’ 


cujus integratio nulla amplius laborat difficultate. 
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S cho 1 i o n. 

* 

43 5. In hoc casu praecipue substitutio y ~ notari' 

meretur, qua duplex irrationalitas tollitur : unde operae pretium erit 
ridere, quid hac substitutione generaliori praestari possit y “ ; 

inde autem fit 

a — pyy = 1 ", 7 ^ 0’ ’ !/ — ** = ++>'*«» et 

d x (a — (3 u m) -+■ 5 it ( i — a p x x) 

dy - — (TTiI* «)• ; 

ac jam facile perspicitur , in cujusmodi aequationibus haec substi- 
tutio usum afferre possit; ejus scilicet beneficio haec duplex irratio- 
nalitas reducitur ad hanc simplicem } -.( a quam 

porro facile rationalem reddere licet. Atque hic fere sunt casus , 
in quibus reductio ad separabilitatem locum invenit , quibus probe 
perpensis, aditus facile patebit ad reliquos casus, qui quidem ctiam- 
num sunt tractati ; unicam vero adhuc investigationem apponam 
circa casus, quibus hacc aequatio dx -j- yydx — ax m dx sepa- 
rationem variabilium admittit, quandoquidem ad hujusmodi aequatio- 
nes frequenter pervenitur , atque hacc ipsa aequatio olim inter 
Geometras omni studio est agitata. 


Problema 5 7. 


436. Pro aequatione d y y ydx zzz ax m d . x valores ex- 
ponentis m definire, quibus eam ad separationem variabilium reducere 
licet. 

Solutio. 

Primo haec aequatio sponte est separabilis casu m m 0 , tum 
enim ob c)r/ — dx (a — yy ), fit dx — Omnis ergo inve- 

stigatio in hoc versatur , ut ope substitutionum alii casus ad hunc 
reducantur. 



N 

>. 


k 
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Ponamus y - \ } et fit — — b})z — bb^x . — az m cjuac 
forma ut propositae similis evadat , statuatur — t , ut sit 


TO 


*d*=£r., et 


7/i — ) — 1 


, eritque 


m 


bd z — i— — -- = —i- * m +* a ^ 

y I m + i w “+■ * 


quae sumto Z> =r — , ad similitudinem propositae propius accedit, 

— m 

ut sit Sz — dt. Si ergo hacc esset sepa- 

f 771 - | “ I j t 

rabitis , ipsa proposita ista substitutione separabilis fieiet ct ^icissim; 

unde concludimis, si aequatio proposita separationem admittat casu 

n 

7/j zz fi, eam quoque esse adimssuiram casu / n — rT-PT* * lmc 
autem cx casu m zz: 0 alius non repertur. 

Ponamus ?/ — ? ut Slt 

° X X 

a» — -?-*- - ^ 

j XX XX Xi 

•n d x lzdxizzdx 

yyDxzn- * 3 ~ 

unde prodit 


d Z . Z Z r) X 

x x 

z — zz — zz — D c: 

^ -r jjc 


-f- zz nx m D.r, seu 

XX X + 


XX 

sit nunc ar = j ' et fit 2)z + zz^t — al~^ it, quae cum pro. 
positae sit similis, disciu us , si separatio succedat casu ni — o, 
etiam succcdcre casu m zz: — /i — 4. 

Ex uno ergo casu m zz /i consequimur duos , scilicet m — - 
et 7 /j zz ■ — 77 — 4. Cum igitur constet casus 7/7 zzO, 


hinc formulae allcrnaUm adhibitae praebent sequentes 


Digitized by Google 


CAPUT- I. 


£.73 


m zzz — 4 ; m zn — |; mz: 


m 


3 : 

ia 


__ 8 ; 

3 » 

11 

7’ m 

— 4* 


m zz: — 


iti 


m zz: ; m zz ; ctc. 


qui casus omnes injhac formula m zz : 


. T: ■ continentur. 

a! + j 


Corollarium- 1. 

4 3 7. Ouodsi ergo fuerit vel m zzz 77—7, vel m zzz ^7-^7 > 
aequatio 3y*4-J/2/3^zz:rta: m 9r per aliquot substitutiones repetitas 
tandem ad formam d u -f- uu 5 v zz: cdv , cujus separatio * et inte- 
gratio constat, reduci potest. 


Corollarium 2. 


438. Scilicet si fuerit m zz: -■ aequatio 
d r/ ^ 2/ ^ zzz « a ' m d x 

_ 1 

per substitutiones arzzf*"*- 1 et 7/ zzz (m reducitur ad -hanc 

9s + 2sa< ubi n — -=M- it qui casus uno gradu 

inferior «st censendus. 


Corollarium 3. 


43 9 . Sin autem fuerit m zz: > aequatio 

dy yydx zzz aa: m Da? 

per has substitutiones a? zz: et J/ zzz ^ ~ seu */ zz: * 

reducitur ad hanc Ds -j- ssD £ zz at n dt, in qua est 


n 


— 4 0 — 0 — 4 0' — 0 

3 * ■ — 1 a (* — 1 ) -p « * 


qui casus denuo uno gradu inferior est. 

Corollarium 4. 

44 0. Omnes ergo casus separabiles hoc modo inventi, pro 
exponente m dant numeros . negativos intra limites 0 et ,-<*■* 4 

35 
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contentos, ac si i sit numerus infinitus, prodit casus mz — 2, 
qui autem per se constat, cum aequatio dy yy dx ~ ~~ 1 
posito fiat homogenea. 


Scboiion i. 


44 t. Aequatio haec dy -J~ yy dx — ax m dx vocari solet 
Riccatiana ab Auctore Comite Riccati , qui primus casus separabi- 
les proposuit. Ilie quidem eam in forma simplicissima exhibui , 
cum co haec dy A yyi^ dt zn dt , ponendo A l^dt — dx 
et A ■+* 1 m (p. ~\~ l).r, statim reducatur. Cacterum etsi binae 
substitutiones , quibus hic sum usus , sunt simplicissimae , tamen 
magis compositis adhibendis nulli alii casus separabiles deteguntur: 
ex quo hoc omnino memorabile est visum , hunc aequationem 
rarissime separationem admittere, tametsi numerus casuum, quibus 
hoc praestari queat , revera sit infinitus. Caetcrnm haec investi- 
gatio ab exponente ad simplicem coefficientem traduci potest; posito 

m m m 

enim y ~ x* z y prodit dz- f- \- x* zzdx — ax* d x > «hi 

m tn — a 

si fiat x* dx nz d t , et a? 3 — / erit ~ “ i . , 

a 1 * (m o) t* 

hineque 

Sz-h^-lp + zzbt — adt, 

quae ergo aequatio, quoties fuerit — zn -t- 2 t, seu numerus 

par, tam positivus, quam negativus, separabilis reddi potest, ita ut 
haec aequatio 

dz — f~ - ■ — f- zzdt zm adt 

•emper sit integrabilis. Si praeterea ponatur -g — 11 —— a a ) ~ i 
oritur 


iu + uud t = adt-^$ 

Ct pro casibus separabilitatis m ~ ^j^r t > habebitur 


f 




"V 
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du -{-uudt — adt 

Uberiorem autem hujus aequationis evolutionem, quandoquidem est 
maximi momenti, in sequentibus docebo ; ubi integratione aequatio- 
num differentialium per series infinitas sum acturus , hinc enim 
facilius casus separabiles eruemus , simulque integralia assignare 
poterimus. 

Scholion 2 . 

4 4 2. Ampliora praecepta circa separationem variabilium, 
<quae quidem usum sint habitura , vix tradi posse videntur , unde 
intelligitur in paucissimis aequationibus diffcrcntialibus hanc metho- 
dum adhiberi posse. Progrediar igitur ad aliud principium expli- 
candum, unde integrationes haurire liceat, quod multo latius patet- 
duin etiam ad aequationes di (Ter enti ales altiorum graduum accommo- 
dari potest , ita ut in eo verus ac naturalis fons omnium integratio- 
num contineri videatur. Istud autem principium in hoc consistit , 
<}uod proposita quacunque aequatione differentiali inter duas varia, 
i>iles, 6emper detur functio quaedam, per quam aequatio multiplicata 
fiat integrabitis. Aequationis scilicet omnia membra ad eandem 
partem disponi oportet, ut talem formam obtineat Pdx-f-Q^rrzO; 
ac tum dico semper dari functionem quandam variabilium x et y % 
puta V, ut facta multiplicatione, formula VPda? -j- V - O dy integra- 
bilis existat, seu ut verum sit differentiale ex diflerentiatione cujus- 
.piam functionis binarum variabilium x et y natum. Quodsi enim 
haec functio ponatur m S, ut sit d S nz VPd/r -f- V Qdy , quia 
est Pda: Qdy — 0 , erit etiam ” 0 , ideoque S “ Const. 

quae ergo aequatio erit integralc idque completum aequationis dif- 
ferentialis P^x-j-QdyimO. Totum ergo negotium ad inventionem 
illius multiplicatoris V redit. 


Digitized by Google 


CAPUT JL 


DE 

INTEGRATIONE AEQUATIONUM OPE 
MULTIPLICATORUM. 

Problema 58. 

443 - 

Propositam aequationem differentialem examinare, utrum per se sit 
integrabilia nec ne? 

Solutio- 

Dispositis omnibus aequationis terminis atl eandem partem 
signi aequalitatis, ut hujusmodi habeatur forma P<D:r -f- Qdy “ 0, 
aequatio per se erit integrabilis , si formula Pda?-j— Qdy fuerit 
verum diffcrentiale functionis cujuspiam binarum variabilium x et y. 
Hoe autem evenit, uti in calculo differentiali ostendimus, si differen- 
tiale ipsius P, sumta sola y variabili, ad dy eandem habeat ratio- 
nem, ac differentiate ipsius Q, sumta sola x variabili, ad dx: seu 
adhibito signandi modo, quo in Calculo differentiali sumus usi, si 
fperit (^)“(^). Nam si Z sit ea functio, cujus diffcrentiale 
est Pd^r-J-QD*/, erit hoc signandi modo P zr (|-|) et Q— 

hI, * c er s° se< i u!tur (§|) — (JxTy) et (J-?) = (wh)- At cst 

= colligitur (H) = (|5). Quare propo- 

sita aequatione differentiali Pda? -f- Qdy “ 0 , utrum ea per se 
sit integrabilis nec ne? hoc modo dignoscetur: Quaerantur per 
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differentiationcm valores et (^), qui si fuerint inter se ae- 

quales , aequatio per se erit intcgrabilis; sin autem hi valores sint 
inaequales, aequatio non erit per se integrabilis. 

Corollarium i. 

444. Omnes ergo- aequationes differentiales, in quibus varia- 
biles sunt a se invicem separatae, per se sunt integrabiles: habe- 
bunt enim hujusmodi formam Xdx ~-f- Yi)y zz. 0 , ut X sit functio 
solius x et Y solius y y eritque propterea 

(||)=0 et (||) = 0 . 

Corollarium 2. 

445. Vicissim igitur, si proposita aequatione differentiali 

P^rr -j- Q7)y — 0 , fuerit ~ 0 et 0, variabiles in 

ea erunt separatae; littera enim P erit functio tantum ipsius x et Q, 
tantum ipsius y. Unde aequationes separatae quasi primum genus 
aequationum per se integrabilium constituunt. 

Corollarium 3. 

446. Evidens autem est, fieri posse, ut sit 

etiamsi neuter horum valorum sit nihilo aequalis. Dantur ergo 
aequationes per se integrabiles , licet variabiles in iis non sint se- 
paratae. 

S c h o 1 i o n. 

44 7. Criterium hoc, quo aequationes per se integrabiles 
agnoscimus, maximi est momenti in hac, quam tradere suscipimus, 
methodo integrandi. Quodsi enim aequatio deprehendatur per se 
integrabilis, ejus integrale per praecepta jam exposita inveniri po- 
test; sin autem aequatio non fuerit per se integrabilis, semper dabi- 
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tur quantitas, per quam si ca multiplicetur, fiat per se integrabilis 
unde totum negotium eo revocabitur , ut proposita aequatione qua- 
cunque per se non integrabili, inveniatur multiplicator idoneus, qui 
eam reddat per se intcgrabilqjn; qui si semper inveniri posset, nihil 
amplius in hac methodo integrandi esset -desiderandum. Verum 
haec investigatio rarissime succedit, ac vix adhuc latius patet, quam 
ad eas aequationes, quas ope separationis variabilium jam -tractare 
docuimus; interim tamen non dubito hanc methodum praecedenti 
longe praeferre , cum ad naturam aequationum magis videatur ac- 
commodata, atque etiam ad aequationes differentiatas altiorura gra- 
duum pateat, in quibus separatio variabilium nullius est usus. » 

Problema 59. 

d4S. Aequationis diflerentialis , quam per se integrabilera esse 
constat, integrale invenire. 

Solutio. 

Sit aequatio diffcrentialis Pdrc -j- Qdy ~ 0 , in qua cura sit 
erit Pdrc-f-Qd*/ differentiata cujuspiara functionis 
binarum variabilium x et i/, quae sit Z, ut sit 3Z“Pd;r-|-Qc>i/. 
Cum ergo habeamus hanc aequationem 9Z ~ 0 , erit integrale 
quaesitum Z zz: C. Totum negotium ergo huc redit, ut ista functio 
Z eruatur, quod cura sciamus esse d Z ~ Pd;r -f- Qd y haud diffi- 
culter praestabitur. Nam quia sumta tantum x variabili, ct altera 
y ut constante spectata, est ^Zz=rP^a:, habemus hic formulam 
differentiatam simplicem unicam variabilem x involventem, quae per 
praecepta superioris sectionis integrata dabit Z — f?dx -f- Const. 
ubi autem notandum est, in hac constante quantitatem hic pro con- 
stanti habitam y utcunque inesse posse; unde ejus loco scribatur 
Y, ut sit Z ~yP5x -)■- Y. Deinde simili modo x pro constante 
habeatur, spectata sola y ut variabili, et cum sit dZ — Qdy, erit 
xjuoque Z zz /Q dy -f- Const. quae constans autem quantitatem x 
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involvet, ita ut sit functio ipsius .r, qua posita X, erit Z—fQdy-+-X. 
Ouaoquam autem neque hic functio X neque ibi functio Y determi- 
natur , tamen quia esse debet fPdx -f- Y ~ J'Qdy -f- X , hinc 
utraque determinabitur. Cum eniiA*- sit /P dx — /Qdy z:X — Y, 
haec quantitas /Pdx — fQ.()y semper in ejusmodi binas partes> 
distinguetur , quarum altera est functio ipsius x tantum , ct altera 
ipsius y tantum, unde valores X et Y sponte cognoscuntur. 

Corollarium i . 

449. Cum sit duplici integratione ne opus qui- 

dem est. Invento enim integrali /Pdx, id iterum difierentietur, 
sumta sola y variabili, prodeatque Vd*/, unde necessc est fiat 
Yd*/ d Y ~ ideoque 

3Y = Qdy - V dy = (Q — Y) dy. 

% 

Corollarium 2. 

450. Aequationum ergo per se integrabilium P'Da?-t-Q<)y~0 
integratio ita perficietur. Quaeratur integrale /Pdx spectata y 
constante, idque rursus difierentietur spectata sola y variabili, unde 
prodeat Ydy: tum Q — Y erit functio ipsius y tantum; unde quae- 
ratur Y zzl J (Q — V) dy, eritque aequatio integralis fPdx-^-Yzzz 
Cons. 


Corollarium 3. 

451. Vel quaeratur /Qdy spectata x constante, quod Inte- 
gra! e rursus difierentietur sumta x variabili, y autem constante, 
unde prodeat Udx: tum certe erit P — U functio ipsius x tantum; 
unde quaeratur Xzz/(P — U) dx, eritque aequatio integralis quae- 
sita SQdy -f- X zn Const. 
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Corollarium 4. 

45 2. Ex rei natura patet, perinde esse utra via procedatur, 
necesse enim est ad eandem aequationem integcalem perveniri, si 
quidem aequatio differcntialis proposita per se fuerit integrabilis. 
Tum autem certe eveniet, ut priori casu Q — Y sit functio solius 
t/, posteriori autem P — U functio solius x. 

S c h o 1 i o n. 

4 53. Haec methodus integrandi etiam tentari posset, ante* 
quam exploratum esset, num aequatio integrabilis existat; si enim 
vel in modo Corollarii 2. eveniret, ut Q — V esset functio ipsius 
y tantum, vel in modo Corollarii 3. ut P — U esset functio ipsius 
x tantum, hoc ipsum indicio foret, aequationem esse per sc integra- 
bilem. Verum tamen praestat ante omnia scrutari , an aequatio 
integrabilis sit per se nec ne; seu an sit (^)zzz(^)? quoniam 
hoc examen sola differentiationc absolvitur. Exempla igitur aliquot 
aequationum per se integrabilium afferamus, quo non solum metho- 
dus integrandi, sed etiam insignes illae proprietates, quas comme- 
moravimus, clarius intelligantur. 

Exemplum 1. 

4 5 4. Aequationem per se integrabilem 

dx (a x -f- p y -f- y) -f- ^f/ (px -f- $y -f- *) — 0 , 
integrare. 

Cum hic sit 

. • * > 4 

P zzz ax -j- fiy -J- y et Q zz: fix -f- Sy -f- e, erit 

qua aequalitate integrabilitas per se confirmatur. Quaeratur ergo 
per Corollarium 2, spectata y ut constante, 


v. 
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/Pdxznla. xx~\-(3g x -\~yx, erit 
Ydy — (3xdy, et (O — V) dy — dy (3y-h 0 = 3T^ ‘ 
ideoque Y “ i^yy — (- e */, unde integrale erit 

laxx fiyx-j- yx-\- i$yy- \~ ey =1 C. . -I 
Modo autem Corrollarii 3. spectata x constante, erit 
/Q dy — (3 xy -f- £ Syij -f- e 2/> 

quae, spectata y constante, praebet Udx — pydx, hineque Vv » 

^ b!) ~ (ax -f- y) dx, et X zn \ a. xx -f- y x f 

unde yQ9^/-j-X — C integrale dat ut ante. Hinc simul etiam 
intelligitur esse 

fVdx /O dy — | ctxx -f- yx — | $yy — sy t 
quae in duas functiones X — Y sponte dispescitur. 

Exemplum 2. 

4 5 5. Aequationem per se integrabilem 

dy x?iy— ydx 3x , dy / . m v 

y yV {xx-t-yy)> V(xx-t-yy) ' y VTxx + yyy — ® 

integrare. 

Cum hic 'sit 

P — — r e * Q *_ X . 

V(xx-+~yy) y y y (x u -f— y y) * 

.pro charactere integrabilitatis per se cognoscendo est 

ffeT) - - 1 et ^Q\_ —y . 

\dy/ J \d.x) |’ 

<xx -\~ yy) (XX -f- yiyf 

qui bini valores utique sunt aequales. Jam pro integrali mrenien* 

<1°, utamur regula Corrollarii 2. et habebimus 

f^dx~ (xx-\-yy)\ et Y?y — ■ 

* r J t * + y (** yy» ?{*»-+■ yyV 

,cu supra et infra per /(xx-f-yy ) — x multiplicando, * 

.n **’ 
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y V ( xx-V-yy) — x » *_ 

yY (xx-+-yy) y yV(xx-+-yy)* 

unde Q — V “ 0 , et Y z:/(Q — • V) dy zz 0 , sicque integralc 
quaesitum l [x -f- j/ (xx -f- yy)\ “ Const. 

Per regulam Corollarii 3. habemus 

/Qdy — X f yY (xx yy)’ 

at posito «y— i,- est 

f yV(xx-h^y) ’ f /(*«,+ ,) — x^ TZ V ( xxzz +• Cii 

ergo 

/Qdy — ly~hl X ^~ V (X y - - — ^ zzl[x-\~-/(xx + yy )\ , 

▼nde Udxzz y- (xx+yjy y hinc ( p — — 0. 

Exemplum 3. 

45 6. Aequationem per se integrabilem 

(xx -f- yy — ad) dy -j- ( aa -4- 2xy -f- x.r) d;r — 0, 
integrare. 

Hic ergo est 

P ~aa-\- 2xy-\-xx, et Qzzxx-{-yy — aa, 

unde Cd P y )— 2x et — 2x > «aequalitas integrabilitatem 

per se innuit. Tum vero est 

f?dx zz aax -f- xxy -j- i x 3 et V^t/ ~ xxdy, 

unde (O — V) dy zz (yy — aa) dy ct Y ZZ | y 3 — aay. 

Ergo intcgrale 

aax -j- xxy -f- | x 3 -f- 1 y s — aayzz Const. 

Altero modo est 

/Qdy zz xxy iy * — aay t hineque 
U3;r ~ 2 xydx, ergo 

C p — U) d x — (aa x x) d x et Xzzaax-(-|i 5 , 
unde integrale oritur ut ante. • v * ** ; 
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4 5 7. In his exemplis licuit, integrale /Vftx actu exhibere, 
indeque ejus differentiale V9y, sumta sola y variabili, aflignare. 
Quodsi autem hoc integrale f\*dx evolvi nequeat, haud liquet quo- 
modo inde diflerentiale Vc )y elici possit, quandoquidem formula 
/Tdx in se spectata constantem quamcunque, quae etiam y in se 
implicet, complectitur. Tum igitur quomodo procedendum sit, videa* 
mus. Ponamus Z zn fPax Y, et cum quaeratur (— — — j zz: V , 
ob /PD.r = Z - Y, erit V = (»*) — |X. At est ($-*) — P, 


ergo 


5p 

ae- 
quare quantitas 


d d Z. \ /d P \ / 3V . , /3 Z \ i r i d Y 

Dx-dy) — (dy) — (dlc)> 0b Ca5)= V .+ d> 


<d X. 

llinc 


ob )=V + ;:, Hinc erit 
Y invenitur per integrationem 


V =/dx (||), 
hujus formulae fd x ( , in qua y ut constans spectatur, post- 


quam in valore inveniendo sola y variabilis esset assumta. 


> d y 


Verum cum hic denuo constans cum y implicetur, hinc illa functio 
Y quam quaerimus non determinatur. Ratio hujus incommodi mani- 
festo in ambiguitate intcgralium fPdx et fdx(^^ est sita, dura 
utraque functiones arbitrarias ipsius y recipit. Remedium ergo affe- 
retur , si utrumque integrale certa quadam conditione determinetur. 
Ita quando integrale /Pdx ita accipi ponimus, ut evanescat posito 
x — /*, ubi quidem constantem f pro lubitu accipere licet, tura 
eadem lege alterum integrale fdx capiatur. Quo facto erit 
Q — fdx ( ) functio ipsius y tantum, et aequationis Pd«c-f~ 
Qdy “ 0 integrale erit 


/fd* +/a y [Q — fdx (f-?)] — Conat. 

* , * 
dummodo ambo intcgralia fPdx et fdx (|~) , in quibus y ut 

constans tractatur, ita determinentur , ut evanescant , dura in utra- 
que ipsi x idem valor f tribuitur. Quare hinc istam colligimus 
reculam: . : 
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Regula pro integratione aequationis per se 

integrabilis. 

o, in qua (§~) = 

458. Quaerantur integralia et fftx (^), spectando 

y ut constantem, ita ut ambo evanescant, dum ipsi x certus quidam 
▼alor, puta x~ f, tribuitur. Tum erit *Q — functio 
ipsius y tantum, quae sit — Y, et integrale quaesitum erit fVfix 
-j - /Y dl/ = Const. 

i 

Yel quod eodem redit, quaerantur integralia fQdl / ut 
spectando x ut constantem , ita ut ambo evanescant , dum ipsi y 
certus quidem valor , puta t/zzgr, tribuitur:, tum P — f^y (a^) 
erit functio ipsius x tantum, qua posita zz: X, erit intqgralc quaesi- 
tum fQdy -f- y'X^x — Const.. 

Demonstratio. 

Veritatem hujus regulae ex praecedentibus perspicere licet, si 
cui forte precario assumsisse videamur, ambas formulas /Tdx et 

fd.x eadem lege determinari debere, ut dum ipsi x certus 

quidam valor puta x zzz f tribuitur r ambae evanescant. Sed ne 
forte quis putet, alteram integrationem pari jure secundum aliam 
legem' determinari- posse, Hanc demonstrationem addo. Prima quidem 
integratio ab arbitrio nostro pendet , quam ergo ita determinari 
assumamus, ut integrale yP3.r evanescat posito xzzLf y quo lacto 
dico, alterum integrale f^x{^) necessario per eandem conditionem 
determinari oportere.. Sit enim fPdxznZ, eritque Z ejusmodi 
functio ipsarum a: et y, quae evanescit posito x~f\ habebit ergo 
fectorem f—x t vel ejus quampiam potestatem positivam ( f — x)\ 

ita ut sit Z zz: (/* — x) x T, Nunc quia ffrx exprimit vato 
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rem ipsius (~), erR /d*(||)— (/ — x) x (^), ex quo mani- 
festum est hoc integrale etiam evanescere posito x~f\ ita ut 
hujus integralis determinatio non amplius arbitrio nostro relinquatur. 
Hoe posito erit utique aequationis per se integrabilis P<)x-hQe)tpzQ 
integrale /P^x -f- /Y £r/ — Const., existente Y :zz Q — /\) x 

nara posito /Pfix ~ Z, quatenus scilicet in hac integratione y 
pro constante habetur, ut habeatur haec aequatio 7,-*-/Y fiy — Const. 
quam esse integrale quaesitum vel ex ipsa difforentiatione patebit. 
Cum enim sit 

az=pa*H-ay(||)=pa a : + Dy/d*(»i),. 

erit aequationis inventae differentiata 

»ed Y — Q — unde prodit Pc)x -f- QTiy zzz 0, quae 
est ipsa aequatio differentialis proposita. Quod autem sit Q — 
/dx (^) functio ipsius y tantum, inde sequitur, quoniam aequatio 
differentialis per se est integrabilis. . 

Theorema. 

* 

46 9. Pro omni aequatione, quae per se non est integrabilis 
semper datur quantitas, per quam ea multiplicata, redditur inte- 
grabilis. 

# * • • 

Demonstratio.- , • . 

Sit P3;r -f- nz 0 aequatio differentialis, et concipiamus 
ejus integrale completum, quod erit aequatio quaedam inter x et y t 
in quam constans quantitas arbitraria ingrediatur. Ex hac aequa- 
tione eruatur haec ipsa constans arbitraria , ut prodeat hujusmodi 
aequatio: Const. zz: /'unctioni cuidam ipsarum x et y, quae diffe- 
rentiata praebeat 0 zz: Mc^x -j- Ndy, quae aequatio jam. a constan- 
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te illa arbitraria per integrationem ingressa est libera, ideoquc ne- 
cesse est ut hacc aequatio» diflcrentialis conveniat cum proposita, 
alioquin integralc, suppositum non esset verum. Oportet ergo, ut 
relatio inter .et dy utrinque prodeat eadem, unde erit 
ideoque M“LP et .NzziLQ, Sed quia Mdx-j-Ndy est verum 
differentiate ex diflerrntiatione cujuspiam functionis ipsarum x et y 
ortum, est Quare pro aequatione Pd:c-tQDy — 0 

dabitur certo quidam multiplicator L, ut sit (^~^~) — , seu 

ut aequatio per L multiplicata fiat per se integrabilis. 

Corollarium i . 

460. Pro omni ergo aequatione. P i) x — f— Qdy zzz 0 datur 
ejusmodi functio L ut sit ( ‘deoque evolvendo: 

• ' • L (15) + r (® v) = L (Ii) + Q (It) 

M(ff)- (lt)i -«(It) - p (lt> 

quae functio L si fuerit inventa, aequatio diflcrentialis LPd.r-f-* 
LQdyrzzO per se erit integrabilis. 

Corollarium 2. 

461. In aequatione proposita loco Q tuto unitatem scribere 
licet, quia omnis aequatio hac forma Pd;c-{-dy— 0 repraesen- 
tari potest. Hinc inventio multiplicatoris L, qui eam reddat per 
se integrabilem, pendet a resolutione hujus aequationis: 

L 0 = (8) - p (!?). 

ubi notandum est esse , 

• - aL=a*(||)+3K|i>. 

S c h o l i 0 n. 

462. Quoniam hio quaeritur functio binarum variabilium x 
et y, quarum relatio mutua minime spectatur, quam involvit aequa- 


Djgitized 


CAPUT II. 


287 


«io P() r -4- zn 0 , haec investigatio in nostrum librum secutu* 
dum incurrit ubi hujnsoodi functio ex data quadam differcntialium 
relatione indagare debet. In hac enim investigatione non atten- 
dimus ad aequationem propositam, qua formula P<)a: -f- Qdy nihilo 
aequalis reddi debet, sed absolute quaeritur multiplicator L, per 
quem formula P^ar-J -Qdy multiplicata abeat in verum differen- 
tiale cujuspiara functionis finitae, quae sit Z, ita ut habeatur 0 Z zz 
LP3^-f-UQ5y. Quo multiplicatore L invento tum demum ae- 
qualitas -f- Q<)*/ zz 0 spectatur, indeque concluditur functionem 
Z quantitati constanti aequari oportere. Cum igitur minime ex- 
pectari queat, ut methodum tradamus hujusmodi multiplicatores pro 
quavis aequatione differentiati proposita inveniendi , eos casus per- 
curramus, quibus talis multiplicator constat, undecunque sit repertus. 
Interim tamen ad pleniorem usum hujus methodi notasse juvabit , 
statim atque unum multiplicatorem pro quapiam aequatione differen- 
tiali cognoverimus , cx eo facile innumerabiles alios deduci posse, 
qui pariter aequationem propositam per sc intcgrabilein reddant. 

Problema 60. 

46 3. Dato uno multiplicatore L qui aequationem P<)a?-f- 
rz. 0 per se integrabilem reddat, invenire innumerabiles alioi 
multiplicatores, qui idem officium praestem. 

Solutio. 

i 

Cum ergo L (Pc)a? -j- QDj/) sit differentiate rerum cujuspi- 
am functionis Z, quaeratur per superiora praecepta haec functio 
Z, ita ut sit L(P3ar-4-Q 3y)zzdZ: ct nunc manifestum e$t r . 
hanc formulam 3Z integrationem etiam esse admissuram, si 
per functionem quamcunque ipsius Z quam ita (J) : Z indicemus , 
multiplicetur. Cum igitur etiam integrabiliS' sit? haec • formula! 

-f- Qdy) L<J) : ? J t' erit quoque L (£> : Z multiplicator aequatio- 
nis - propositae Pdx Qdy zz 0 qpi- cara reddat intcgrabijexoi 
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Quare invento uno multiplicatore L , quaeratur per integrationem 
Z zzzfL (Pd x -|- Qdy)^ ac tura expressio L Q : Z, ubi pro (J):Z 
functio quaccunque ipsius Z assumi potest , dabit infinitos alios 
multiplicatores idem officium praestantes. 

Scholion. 

4 04 . Tametsi sufficiat pro quavis aequatione difTercntiali uni- 
cum miltiplicatorcm cognovisse, tamen occurrunt casus, quibus per- 
quam utile est, plures imo infinitos multiplicatores in promtu habe- 
re. V eluti si aequatio proposita in duas partes commode discerpatur, 
hujusmodi (P<).r -}- Qdr/) (R^.r -j— Sdy) zn 0 atque omnes 
multiplicatores constent, quibus utraque pars seorsim Pd.r-f- Qdy 
et R£).r-|-Sdf/ reddatur integrabitis, inde interdum communis 
multiplicator utramque intcgrabilcm reddens concludi potest. Sit 
enim L (J) : Z expressio generalis pro omnibus multiplicatoribus for- 
mulae -4- Qdy et M(J):Y expressio generalis pro omnibus 
multiplicatoribus formulae R3 x Sdy, et quoniam QzZ et (fi:V fun- 
ctiones quascunque quantitatum Z et V denotant, si eas ita capere 
liceat, ut fiat L (J) : Z nz M (J) : V habebitur multiplicator idoneus pro 
aequatione Pda?-»-Q.3f/-»-Rd;r-«-Sd//i:0. Intelligitur autem hoc iis 
tantum casibus praestari posse, quibus multiplicator pro tota aequa- 
tione, etiam singulas ejus partes seorsim 6umtas integrabiles reddat. 
Quare cavendum est, ne huic methodo nimium tribuatur, et quando 
ea non succedit , aequatio pro irresolubili habeatur , evenire enim 
utique potest, ut tota aequatio habeat multiplicatorem, qui singulis 
.ejus partibus non conveniat. Ita proposita aequatione 
Qdy ~ 0, multiplicator partem Pc)x seorsim integrabilem reddens 
•manifesto est p, denotante X functionem quamcunque ipsius x, et 
multiplicator partem alteram Qdy integrabilem reddens est 
etiamsi autem neutiquam fieri possit , ut .sit — " ~ seu — — 
nisi casibus per se obviis, tamen tota formula Pda? -f- Qdy certo 
scraper babet multiplicatorem, qi*o ea integrabilis reddatur. 


/ 
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Exemplum 1 

46 5. Invenire omnes multiplicatores f quibus formula aydx 
(3xdy integrabitis redditur. 

Primus multiplicator sponte se offert — , qui praebet — •+- — , 

xy x y 

cujus integrale est alx -f- (3/y zz: lx a y^. Hujus ergo functio quae- 
cunque (J) : x a yP in — ducta , dabit multiplicatorem idoneum, cujus 
itaque forma generalis est — (j) : x a y$. Functio enim quantitatis 
x a yP etiam est functio logarithmi ejusdem quantitatis. Nam si P 
fuerit functio ipsius p , et II functio ipsius P, etiam II est functio ip- 
sius p et vicissira. 

10 Corollarium. 

466. Si pro functione sumatur potestas quaecunquc x na y 1t ^ t 
formula ay^)x -{- fix})y integrabilis redditur, si multiplicetur per 
x na ~ 1 y 1t ‘ i ~~ 1 , quo quidem casu integrale sponte patet, est enim 

t ~na ,,nQ 

h u ' J J 


Exemplum 2. 

4 6 7. Invenire omnes multiplicatores , qui hanc formulam 
X ydx-+-dy integrabilem reddant. 

Primus multiplicator l - sponte se offert, unde cum sit f(Xdx~ 
zz y*X d x -4- / y scu le-f xdx y, omnes functiones hujus quantitatis, 
seu hujus e^ xdx y per y divisae, dabunt multiplicatores ido- 
neos. Unde expressio generalis pro omnibus multiplicatoribus erit 
ZZ I 0 : eJ xdsc y. 

Coro 11 arium. 

4 6 8. Pro formula X D ^ -f- 5 */ multiplicator quoque est 
efxdjs , qui est functio ipsius x tantum; quo ergo cum etiam for- 

37 
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mula £dx, denotante 3£ functionem quamcunque ipsius x t inte- 
grabilis reddatur, ille multiplicator etiam huic formulae dy+Xydx-+- 
dtdx conveniet. 

Problema 6i. 


4 6 9. Proposita aequatione dy -f- X ydx zz 3cdx , in qua 
X et 3c sint functiones quaecunque ipsius x , invenire multiplicatorem 
idoneum, eamque integrare. 

S o T u t i o. 


Cum alterum membrum 3cdx per functionem quamcunque 
ipsius x multiplicatum fiat integrabile , dispiciatur num etiam prius 
membrum dy \-Xydx per hujusmodi multiplicatorem integrabile reddi 
possit. Quod cum praestet multiplicator eJ xdx , hoc adhibito ha- 
bebitur aequatio integralis quaesita 

c /xd* y -y^/xd-x 2£dx t sive 
y zz e / x ^*y e^ xdx ded x t 
uti jam supra invenimus. 


Corollarium f. 


470. Patet etiam si loco y adsit functio quaecunqne ipsius 
rf r ut habeatur haec aequatio d Y -)- YXdx zz dc dx t eam per 
multiplicatorem e^ xdx reddi integrabilem, et integrale fbre *. 

e J7Ldx Y= -/ e JXdx£}x. 

Corollarium 2 . 


quia 


471. Quare etiam 
per y n divisa abit 


haec 

in 


aequatio dy-f-yXdx 

dx Xdx „ 

— + = dcdx 3 

y* y n * 


== y*£dx t 
ubi posita 


J 
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— = Y, ob 

i — i * 


(n— 1)3«/ ^ dy 

— d Y, seu — — 


tr 


y n 


dr 

71 — 1 


, prodit 


— 4-YXa.r = dcdx, scu 

3 Y — (n — 1) YXda; — — (7i — 1) 3tdx t 

qui per multiplicatorem e — ■(« — O/xd* £ t i n t e grabilis: ejusque in- 
tegrale erit 

* 0/X3* Y zr — (ti — l)/c— < n “ 'M xdx £dx, sive 



(7i — i) e(* — 0/xa*y e — (» — o/xd* 


S c h o 1 i o n. 

4 72. Cura pro membro c)y-{-f/X3.r multiplicator generalis 
sit ^(P:e^ xdx y, sumta loco functionis potestate, multiplicator 
idoneus erit c m S xdx y m ~ >, integrale praebens l -e m f xdx yn. Ef- 
ficiendum ergo est, ut etiam idem multiplicator alterum membrum 
y n £dx reddat integrabile; quod evenit sumendo m — 1 :zz — 7 i, 
sen m — 1 — 72 , ex quo hujus membri integrale fit fe m J xdx 3cdx t 
ita ut aequatio integralis quaesita obtineatur: 

_L_ e (i - »)/Xd Xyl — n = / e (t — n)/X 3* 3 ^ ^ 

quae cura modo inventa prorsus congruit. 

Problema 62. 

■ 

4 73. Proposita aequatione differentiati 

aydx -f- fixdy y n (y ydx -{- $xdy). 

invenire multiplicatorem idoneum , qui eam integrabilera reddat , 
ipsumque integrale assignare. 

** 
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S o Lu t i o- 

Consideretur utrumque membrum seorsim; ac pro priori vidi- 
mus a y d x -j— ^3 x 7) tj omnes multiplicatores idoneos contineri ia 
hac forma ~ Q : x a y&.. Pro altera parte 

X m y n {yy^x-^-^xdy) y 
primus multiplicator est 


x m-f i yti H- 


1 .• ^9* t J3r 

- 7 » quo prodit — t- * I 


x • y 

cujus integrale est Ix ^ y ergo, forma generalis pro ejus multipli- 
catoribus est — (t) : x' V ?A Quo nunc hi duo multiplica- 

x m 4 - 1 yti -f- 1 ” & >- r 

tores pares reddantur, loco functionum sumantur potestates, fiatque 

® — * yV- P — *. — gv y — m — 1 yt ff — n — 1 

unde statui oportet jx a.~vy— -m et jji(3“k 5 — n ; hineque 
colligitur:. 

11 yn — fTm a n — (3 m- 

r- aS — py V aJ-pv* 

Quocirca multiplicator, erit 

X H a. — 1 yji P _ * __ x v y — m — 1 yV S — n — t * 

unde aequatio nostra, induit hanc formam 

xtls ~ 1 (otyd.r-~\-(3xdy) — x*V — M y'*~ 1 (yyd* + 

ubi utrumque membrum per. sc est integrabile ideoque integrale 
quaesitum 

Const.. 

quod convenit cum. eo, quod capite praecedente est inventum;. 

Corollarium; I.. 

4T/.. Posito ergo brevitatis gratia. 
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yn — S f* , * it — P w 

f* a y-(Tv Ct V aS- 07 » 

aequationis diflerentialis 

aydx -f- fixdy — x m y n (Yydx -f- Sxdy') 
integrale completum est 

I x * “ ^ i 3 zz: ^ ^ //* s -f- Const. 


Corollarium 2. 


475. Si eveniat, ut sit p. “ 0 , seu yni—Jm, integrale 
ad logarithmos reducetur, eritque 

lx a z=.'-x'y if* Const. 

Sin. autem sit ^nO, seu an~(3m, erit integrale 

- x * 1 a y^P Ix * y* -f- Const.. 


S’ c h o 1 i o n. 

- 4 76. Hinc autem casus excipi videntur , quo » A — p y , 
quia tum ambo numeri jul. et y fiunt infiniti. Yeruro si 5 ~ — 
aequatio nostra hanc induit formam 

aydx -{- (3 xdy zn j x m y n ( aydx -f- , seu 

(.aydx -{- (i — \x n if') “ 0, 

quae cum habeat duos factores, duplex solutio ex utroque seorsim 
ad nihilum reducto, derivatur. Prior scilicet nascitur ex aydx- f- 
pxdynzO, cujus integrale est x a y^zzz Const. alter .vero factor per 
se dat aequationem finitam 1 — y x m y n ~ 0 , quarum solutionum 
utraque satisfacit. Atque hoc in. genere tenendum est dc omnibus 
aequationibus difFerentialibus , quas in factores resolvere licet, ubi 
perinde atque in aequationibus finitis singuli factores praebent solu- 
tiones. Plerumque autem factores finiti statim , antequam integratio 
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suscipitur, per divisionem tolli solent, quandoquidem non ex natura 
rei, sed per operationes institutas demum accessisse censentur, ita 
ut perinde ac in Algebra saepe fieri solet, ad solutiones inutiles es* 
sent perducturi. 


Problema 63. 

4 7 7. Proposita aequatione differentiali homogenea, multipli- 
catorem idoneum invenire, qui eam integrabilem reddat, indeque 
ejus integrale eruere. 

Solutio. 

Sit Pdx-f-Q3y m 0 aequatio proposita, in qua P et Q sint 
functiones honiogencae n dimensionum ipsarum x et t/, ac quacra* 
mus multiplicatorem L, qui sit etiam functio homogenea, cujus di- 
mensionum numerus sit A. Cum jam formula L (P5x-{— Q3 y) sit 
integrabilis, erit integrale functio X-f n-f-l dimensionum ipsarum 
x ct y, quae functio si ponatur Z, erit ex natura functionum ho- 
mogenearum 

L P x -f- LQ r/ — (A -f- n -f- i)Z. 

Quare si A sumatur “ — n — 1, quantitas LPx-J-LOt/ erit vel 
iz:0, vel constans, unde obtinemus L~ Px _^_ Q ^ , qui ergo est mul- 
tiplicator idoneus pro. nostra aequatione. Idem quoque ex separa- 
tione variabilium colligitur: posito enim y~ux; fiet P~x n U et 
Q — x n V, existentibus U et V functionibus u ipsius tantum, et ob 
dy^z.udx-\- 7 xdu 

erit Pdx-f-Q^:izx n Udx-|-:r n V udx-{-x n V xdu, 
scu P dx-f- Q dy ~x n (U Vu) dx-\- x n_+ " 1 V du. 

At haec formula per x n+, (U-j- Vu) divisa fit integrabilis i 
idcoque et formula nostra P3x-f-Qdy divisa per 

**-+-« (U-f-VM) = Px-f-Qy, 


CAPUT IL 


* 9 t 


r \t, y 

restitutis valoribus U~— , Yzz — ct unz , fiet integrabilis ; seu 

x* x* x 

multiplicator idoneus est p " ~ ^T q y > unde haec aequatio 0, 

semper per sc est integrabilis* 


Jam ad integrale ipsius inveniendum , integretur formula 
f p ~ x^|- X q 3 ; spectando y ut constantem, ac determinetur certa ratio- 
ne ut evanescat posito x ~ f Tum posito brevitatis causa 
zz R, sumatur valor (3")» ct eadem lege quaeratur inte- 
grale spectando iterum y ut constantem* Tum erit 

P x j l Q y — x (f *) f unctl ° ipsius y tantum seu 


Px-i-Q> 




atque hinc erit integrale quaesitura 

+s y <»j — ConsL 


Corollarium f. 

47 8. Cum ergo formula sit P cr s® integrabilis, 

si brevitatis gratia ponamus 

p — p e t 0 — c 

+ CL Vx-i-Q y 0 > 

necessc est sit rz: (|-|). At est 

(*") = IQy (35) — ?y (S») - r Q] : (P* + QyY et 

(H) = - Q*(D - PQ1 .:(P* + Qy>* 

Quamobrem habebitur 
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Corollarium 2. 

4 79. Haec aequalitas etiam ex natura functionum honaoge- 
nearum concluditur. Cum enim P et Q sint functiones 11 dimen- 
sionum ipsavum x et y, ob 

dP = dx(j£) + dy(?? y ) et 9 C2 = 9^' (|^) -s- erit 
n P — x (||) -h y (||) ct nQ — x (||) +■ y (| f). 
Aequalitas autem inventa est 



quae hinc abit in identicam nPQ~wPQ. 


Corollarium 3. 

* 

48 0, Si aequatio homogenea P 3 x -f- Q 3 y — 0 fuerit per 
se integrabilis , et P et Q sint functiones — i dimensionis , erit 
P x- -f- O y numerus constans. Ycluti cum 


3C d X - f- y d y 

xx-\-yy 


hujusmodi sit aequatio, si loco d x et 3 y scribantur jc et t/, pro- 


dit 


**-h yy 

*x-hyy 


1 . 


S c h o 1 i o n. 


48 1. In calculo difieremialt ostendimus, si Y fuerit functio 
homogenea 71 dimensionum ipsarum x ct y, ponatuvque 3V — P3:r 
-4-Q3y, fore P x -\~ Q y ~ n V. Quare si 'P d x -f- Q 3 y fuerit 
formula integrabilis, et P et Q functiones homogeneae n — 1 di- 
mensionum, integrale statim habetur, erit enim V “ [P x — f— Q f/) , 


neque ad hoc ulla integratione est opus. Interim tamen videmus 
hinc excipi oportere casum quo n zz u , uti fit in nostra aequatione 
per multiplicatorem integrabili reddita ubi 3 r et3y 

multiplicantur per functiones — 1 dimensionis, neque enim hic in- 
tegrale sine integratione obtineri potest. Ratio autem hujus excep- 
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tionis in hoc est sita, quod formulae integrabilis P e) Q 5*/, in 
qua P et O sunt functiones homogeneae ?i — 1 dimensionum , inle- 
grale tum tantum sit functio homogenca « dimensionum, quando n 
non est zz 0 , hoc enim solo casu fieri potest, ut integrale non sit 
functfo nullius dimensionis, quemadmodum fit in hac formula diffe- 
rentiali quippe cujus integrale est \ l (x x -}- y y). Quo- 

circa, quod formula - p * ‘ sit integrabilis, hoc peculiari modo 
demonstravimus, ex ratione separabilitatis deducto. Inierim tamen 
sine ullo respectu, unde hoc cognoverimus, id in praesenti negotio 
maxime est notatu dignum, omnes aequationes hotnogcneas Pd.r-t Q,')//zO, 
per multiplicatorem p x _j_Q — per se- reddi integrabiles. Methodus 
igitur desideratur, cujus beneficio hunc multiplicatorem a priori in- 
venire liccrct; qua methodo sane maxima incrementa in Analysin 
importarentur. Quamdiu autem eousque pertingere non licet, plu- 
rimum intererit hujusmodi multiplicatores pro pluribus casibus probe 
notasse; quod cum jam in duobus aequationum generibus praestite- 
rimus, pro reliquis aecpiationibus , quas supra integrare docuimus , 
multiplicatores investigemus; ipsa autem reductio ad separationem 
nobis hos multiplicatores patefaciet, uti in sequente problemate do- 
cebimus. 


Problema 6 

48 2. Proposita aequatione differentiali , quam ad separationem 
variabilium reducere liceat, invenire multiplicatorem, per quem ea 
per se integrabilis reddatur. 


Solutio. 

Sit Pd#-}-Q3?/zz:0, quae certa quadam substitutione, dum 
loco x et y aliae binae variabiles t et u introducuntur, ad separa- 
tionem accommodetur: ponamus ergo facta hac substitutione fieri 
P d x -}— Q d y — R d t -f- S d u , nunc autem hanc formulam 

38 
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Rc)£-f-S5u, si per V dividatur, separari, ita ut in hac formula 
"" f S d “ quantitas sit functio solius f, et ^ functio solius m. 
Cum igitur formula Rdt per se sit integrabilis , etiam integra- 
bilis erit haec — - quippe illi aequalis, siquidem in V 'Varia- 
biles x et y restituantur. Hinc ergo ex reductione ad separabilita- 
tem aequationis P d x -f- Q d y zz: 0 discimus, multiplicatorem quo 
ea integrabilis reddatur, esse sicque quas aequationes ad sepa- 
rationem variabilium perducere licet, pro iisdem multiplicatorem, 
qui illas integrabilcs reddat, assignare possumus. 

Corollarium l. 

4 83. Methodus ergo per multiplicatores integrandi aequatio- 
nes diflerentiales aeque late patet ac prior methodus, ope separa- 
tionis variabilium; propterea quod ipsa separatio pro quavis aequa- 
tione, ubi succedit, multiplicatorem suppeditat. 

Corollarium 2. 

484. Contra autem methodus per multiplicatores integrandi 
latius patet altera , si pro ejusmodi aequationibus multiplicatores as- 
signare liceat, quae quomodo ad separationem perduci debeant, non 
constet. 


S c h o 1 i o n. 

4 8 6. Etsi autem ex reductione ad separationem idoneum mul- 
tiplicatorem elicere licet, tamen nondum intelligitur, quomodo cogni- 
to multiplicatore, separatio variabilium insutui debeat, quare etiam 
ob hanc rationem methodus per multiplicatores integrandi alteri longe 
praeferenda videtur. Quamvis enim hactenus ipsa separatio nos ad 
inventionem multiplicatorum perduxerit, nullum tamen est dubium 
quin detur via multiplicatores inveniendi, nullo respectu ad separa- 
tionem habito, licet haec via eliamnum nobis sit incognita. Ea au- 
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tera paullatim planior reddetur, si pro quamplurimis aequationibus 
multiplicatores idoneos cognoverimus , ex quo quos adhuc ex sepa- 
ratione eruere licet, indagemus in subjunctis exemplis. 

Exemplum i. 

48 6 . Proposita aequatione differentiati primi ordinis 

3 x (a x + [3 J/ + y) ^ !/ (5^ + f ^ 0 > 

pro ea multiplicatorem idoneum assignare. 

Haec aequatio ad separationem praeparatur ponendo pruno 
cLX-\~fiy-\-y — r et — *, 

ideoque 

ad x -±- fi d y r et ^^x-\-edy — ds, 
unde oritur 

-\ . f Jr — pUs -N ad s — $ dr 

® X at — P S et ° y 'a t — (3 3 * 

hincque aequatio nostra omisso denominatote utpotc constante, erit 

e rd r • — — 5 $ 3 r — 0 , 

quae cum sit homogenea, per e r r — ((3 S) s r -j- ct s s divisa, 
fit integrabitis. Quod idem ex separatione colligitur , posito enim 
r — s u, prodit 

r 

ess udu -+ -esuuds — ‘{3 suds-4-as ds — Sss d u— >ds uo s ~ 0 seu 

s s d u (e u — 5) — |— s d s (s u u — p w — 5 u -f- ct) — 0 , 

quae divisa per s s (e u u — (3 u — 5 u — {- a) separatur. Quare 

multiplicator nostrae aequationis propositae est 


ts(euu — p u — Ju-f-ct) err — P rs ry~|- ast r(er — pI)-+-^(a^-5'r) , 

qui restitutis valoribus fit 


atque evolutione facta 


** 
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(a £ — p i) [</ xx -+- ( p lj-3) x y -+• ; v y-t- V *-+-< y) -+- « <?£— 70’ -+ -?) 7 ? -4-77 » 
-i-[a7e — (p — i;a^— 7fiiJ *+ lae£-t-(f}— £)'>'« —PP£j > 

Quare per se integrabitis erit liaec aequatio 

d X (« X -4- p y -t- 7) -t - d y (9 x -4- 1 y -f- {) q 

(a £ — p i) [a * x -h (P -t- 8) x y -f t y y -+- y * -f- ( y} •+■ Ax + By + C 

existente 

A zr a y e — (j3 — c$) a % — y 5 5 

B — a e £ 4 - 43 — 5) y e — (3 0 £ 

C zz a £ ^ — (|3+^)y^ + y7J. 

Corollarium. 

8 7 . Etiamsi forte fiat as — (3 5 ZZ 0 , hic multiplicator 
non turbatur, cum tamen separatio non succedat hac quidem ope- 
ratione. Sit enim a zuma, [3 zz m b , Szzna, ezznb y ut ha- 
beatur haec aequatio 

d x [m (a x -f- b y) -f- y] ■+- d y [« (« x -f- b y) -f- “ 0 

ob A m a (n a — • m b ) (m % — n *V ) 

B zn b {n a — m b ) (m % — n V) et 
C zz (m £ — n y) (a % — b y) , 

omisso factore communi, multiplicator est 

T 

(n a — m b) (a x -f- b y ) -j- a £ — by 1 

ita ut haec aequatio per se sit integrabilis 

(«a+i>) (m d x -4-n d y) -t- y d x -f- { d y - 

(a a — mb) (a x ~t~ b y) -}- a £ — b y ' 

Exemplum 2. 

4 8 8. Proposita aequatione differentiati 

y 9 x (c -\- n x) — d y (y -f- a -f- b x -f n x x) zz 0 r 
multiplicatorem idoneum invenire. 
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Fiat substitutio 


y fc-t-nx] 


- u , seu y _ 


_ B (<T -f- b X -f- w X x) 


• n x 


y -f- a • H b x -f- nx x 

ut contrahatur aequatio nostra in hanc formam 

a , , s y 3 y (e -h n x) n 

x (e 4- n x) — z — o , 

yftf-4-nx), ^ N _ i y y (e -f- n x) /0 y ud x\ - . 

seu Z -Ljr 1 (U o X — a y) — 0 , vel * (y —) =Z 0 ; 

probe enim cavendum est» ne hic ullus factor omittatur. At facta 
substitutione repentur 




p y ____ u d x 3 u i rf x (b 

y y u ' a-i-bx-t-nxx 


n x) 


du — ndx 


3n{e+nx) 

tt(c-f-nx — u) 


d x (e -4- n x — u) 
a + Ax + nxx 


c+nx — u 
d x (n a -4- c c — b c -4- (b — a c) tt -f- « u ) 
(c -+• nx~u) (a-4-bx-i-n x x) 


Lnde aequatio nostra induet hanc formam 

y y (c -+-n x) a u 3x(rj<i-f-cc — b c -f- (b — ac) u -4- «»)\ q 

ji (c-|-nx — u) \ u (a-4-ex-f-nxxJ(c-t-«x) / ’ 

quae ergo separabitur ducta in hunc multiplicatorem 

u (c -f- n x — u) 

yy (c-f-nx) a t na "t“ cc — 6c-f-(6 — -ac} u-f- u u\ 

tum enim prodit 


3u 


dx 


— 0. 


u(m+cc — 6c-t-(6 — jc)u-j-»u) (a + fcx+nxx) (c-f-nx) 

Quo igitur multiplicatorem quaesitum consequamur, ibi loco u tan- 
tum opus est suum valorem restituere tum autem reperitur multi- 
plicator 

a -4- bx-4- nx x 

a (a- r 6x-t-/ixx)y > -|- (a+6x-f-nxx) [ana — b c-t-n (6— ac).x] yy-\-(na-\-cc—bc) {a-y-bx+nxx)* y* 

qui reducitur ad hanc formam 

* 1 

n y ,- t" ( ana — b c) yy-rn(b — sej xyy-+- (n u -f-cc — £c) (a4-&*-t-nxx)od 

Exemplum 3. 

■4 8 9- Proposita aequatione differentiati 

+ <x _y )dv=zo> 

invenire multiplicatorem qui eam integvabilem reddat. 
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Posuimus supra (435.) y — 


X — U 

i "4- * u 


, seu u — — - — — , unde fit 
> -4 -xy* 


y — » et 1 J/ 2/ — hincque nostra 

aequatio hanc induit formam 


ni) .r(l -t-.r x)(1 ~hu n) 2 udx(1 -t-xx) ( f 4 ««) — wdu ( i + xo.) a 


(i-f-a-n) 3 1 (l-f-37W) 3 

quae primo multiplicata per (1-j-art/) 3 , tum divisa per 

(1 -\-XxY ( 1 — f- U U ) [Z/ — J — 72 y (1 4-m«)j 

separatur. Quare aequationis nostrae multiplicator erit 

f>-4-xn)3 

(i -PscjeJ* (i -f- u u) L« -h ny' (i -4- u u)j ’ 

qui primo ob 1 -f- u u ~ YxT * ' ~ In 


= 0, 


X U 


+ii) (» -hyy) [u -hn j/fi + ua)] * 

Nunc ob u — , est ,/ ( 1 + u u ) = t a± »f> Il±22l ct t _^. u 

i -4-*x 


i -i- x> 


0, 


I | XX • 

r^PTy» ideoque noster multiplicator colligitur: 

I 

(| -hyy) (* — y ~h n V (i -4-xx) (i-f- y y)\' 

ita ut per se sit integrabilis haec aequatio 

Indxfi-t-y y)V (i-+-yv)-h(x — y)dyV ( t -4-xx ) 

(i-hy y) fx — y-h*Y (<-t-xx) (i -hyy) W (i-hxx) 

cujus integrationi non immoror, cum jam supra integrale exhibuerim. 

Exemplum 4. 

4 9 0. Aliud exemplum memoratu dignum suppeditat h-aec 
aequatio 

x 

y d x — xdy-{-ax n ydy (jx n -f- b) n — 0 , 
quae si hac forma repraesentetur 

xdy — y^x-hl d y — x n ’ d y -h a x n y d y (x n -f- b ) n 
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evenit, ut utrumque integrabile existat, si ducatur in hunc multipli- 
catorem 


y n — x 

i * 

ab x n y (x* b ) B 

ad quem inveniendum ex separatione .variabilium, adhibeatur haec 
* x 

substitutio non adeo obvia zzz v y , unde fit 

(x n -f- b)' 

b v n y n 

x* nz , et hinc aequatio 

1 — v n tJ n 'i 


f/3x X^t/ 

~~-{-ax n y'dyiziQ abit in hanc 

(x«4- bf 

yydv-l~v n + J y n + t dy-±-abv n y n + , dy • 

i — v n y n ’ 

1 — u n y n 

quae multiplicata per — separatur 


d v 


y y v 11 (a b -f- v) 
4 -y n ~'dy—o , 


v n (a b 4" v) 
unde idem ille multiplicator colligitur. 


Exemplum 5. 

491. Proposita aequatione differentiati 

dy+yydx — a -^ — o 

invenire multiplicatorem , quo ea integrabitis reddatur . 

Secundum §. 436. ponatur xnzy et ob dxzz: — p|, nostra 
formula erit dy — -\~attdt, in qua porro statuatur y—t — tlz , 
et prodibit — tt Qz-\-zzdt — adO, quae per tt(zz — a ) divisa 
separatur, ergo et nostra aequatio divisa per tt(zz — a)~ ^ -~- a — 
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— (i — x y~f — fiet integrabitis, ex quo multiplicator erit 

— et aequatio per se integrabilis - 4( ,— ^_ ax - - 0. 
Spectetur jam x ut constans, eritque ex ^ y natum integrale 

* / v"o-t-x (. — xy) x 

ara r'a — x(i — xy) ' , 

pro quo ut \alor ipsius X obtineatur, differentietur denuo, ac pro- 
dibit 


unde 


sxyd x — dx , x*vydx — a9x 

**(i — xy)* — a * ^ ‘ t * — xy ) 1 — axx’ 

-n -v- x4'v'v3x — n dx — ; rl y dx -f- xxdx dx 

dX~ _ - x , 


x* ^ • — xy)* — ua x 

et X— — A--f-C; quare aequatio integratis completa erit 


/ 


Va-h-xf t — xy) iVa 


y « — x (_« —xy) 


X 1 

S c h o 1 i o n. 


49 2. En ergo plures casus aequationum difTcrentialium pro 
quibus multiplicatores novimus, ex quorum contemplatione haec in- 
signis investigatio non parum adjuvari videtur. Quanquam autem 
adhuc longe absumus a certa methodo, pro quovis casu multiplica- 
tores idoneos inveniendi; hinc tamen formas aequationum colligere 
poterimus, ut per datos multiplicatores integrabiles reddantur; quod 
negotium cum in hac ardua doctrina maximam utilitatem allaturum 
videatur, in sequente capite aequationes investigabimus, quibus dati 
multiplicatores conveniant? exempla scilicet hic evoluta idoneas mul- 
tiplicatorum formas nobis suppeditant, quibus nostram investigatio- 
nem superstruere licebit. 


i 
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DE 

INVESTIGATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTI A- 
LIUM QUAE PER MULTIPLICATORES DATAE 
FORMAE INTEGRAB1LES REDDANTUR. 

Problema 05. 

4 9 3 . 

Tlefinire functiones P ct O ipsius .t, ut aequatio dilfercntialis 
Pydx — °> per multiplicatorem ubi 

M et N sunt functiones ipsius a:, fiat integrabitis. 

Solutio. 

Necesse ieitur est , ut factoris ipsius dx, qui est — — r- ’ 

difierentiale ex variabilitate ipsius y natum, aequale sit di (ferenti ali 
factoris ipsius qui est ^ ^ ^ . dum sola x variabilis 

sumitur. Horum valorum aequalium, neglecto denominatore com- 
muni, aequalitas dat 

- 2 P ,/ - P M y' 1 - (y > -t- M yy + N y) _ (y + Q) , 

quae secundum potestates ipsius y ordinata praebet 
0 ” 2 Pi/ 3 ^a: + P Mi/ ! ^ i 

-hy 3 d Q 4- M i/ 2 ^ Q -f N y 3 Q 
— y 3 clM — y 2 3 N 

- Qsfd M — QydN 

39 
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unde singulis potestatibus scorsim ad nihilum perductis, nanciscimur 
primo NDQ — QdNzziO, seu -J* zz ex cujas integratione se- 
quitur NzzaQ. Tum binae reliquae conditiones sunt, 


I. 2 P d x -f-- d Q — H) M zz: 0 et 
II. PMaa?-hMc)Q — aoCl — Q3M = 0; 
unde I. M — IT. 2 suppeditat 

— M3Q — MdM -4-2 <zdQ-f-2QdM=z0 r seu 

-wv „ aQdM __ M5>! 

^ ~ ' a et— M ~ i a- — M ' 

quae per (2 a — M) 2 divisa et integrata dat 


seu 


Q r MdM 

f *.»* 

(aa-M)* J (aa-M)l 

J\ a — M) 

Q — - r , 

« 

(aa-J )) 1 2 a — IU 1 

(aa-)lg 


d M 


M — a 


Erit ergo 

Q . — IVI cl — F — 13 ( 2 ct, 


H)‘ ~ 


i- 


M /, 


hincque 

2 P^arzzDM — dQ~ -f- 2|3c)M(2 a — M)z 

sicque pro M functionem quamcunque ipsius' x sumere licet. Ca- 
piatur ergo M z 2 a — X, erit P/J.jz — j3Xr)X^et Q~a — X-i-{3XX. 
atque Nnzaa — aX-j-a^X» Quocirca pro hac aequatione 


— y X () X — j— dy (a — X -q- pXX — y') 0 

habemus, hunc multiplicatorem 

I 

\)yy - ha (.a — ah- iiXX)>’’ 
quo* ca integrabilis redditur- 


, C a r oT l a r i u m i .. 

£(M- Tribuatur aequationi haec forma 

?Sf<iHrA-hBY-IrCVV> — CtjYdY— Q> 


Digitized by Google 


CAPUT III. 


307 


«ritque a == A; X = — B V; {3XX— J3BBY V — C V V: ergo 

c , 

(3 nz g-jj , unde multiplicator fiet 

I 

Corollarium 2. 

* 

4 9 5. Si hic sumatur Vzzza-l—.v, obtinebitur aequatio similis 
illi, quam supra §. 4 8 8. integravimus, et multiplicator quoque cum 
eo, quem ibi dedimus, convenit, ilic autem multiplicator commo- 
dius hac forma exhibetur 

T 

A J 9 (>-+* A)-+-AC V V y“ 

Corollarium 3. 


496* Si ponamus ry — f— \~z, nostra aequatio erit 

dz(z-\- B V -f-C V V) — C (3 — A) V<) V — 0 , 

cui convenit multiplicator *» ila ut P cr * c 

integrabilis sit haec aequatio 

dz(*-*-n v-4-c v v) — c (z — aVv^v _ 

[Z J\J IZ 2 -J-UV * + /ic V V j 

S c h o 1 i o n. 

497 . Quemadmodum hic aequationis ^ ydx-\-(y -i-Q)dy~ 0 


multiplicatorem assumsimus “ 

1J 


V 


loco sumere poterimus 


yy- f-My -i-N 
P y n 7 ) x -j- (y n -f- Q y n ~ * > 9 y 


y y - 4 - Al y -+- N 

n — i 

, ut haec aequatio 


, ita generalius ejus 


I2I 0 


yy -f- tvi y — }- N 

per se debeat esse integrabilis, qua comparata cum forma RDx-t- SdynO t 
ut 8lt (*}) = (dl)» h abebirau3 
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(« — 2) P y n + > (n - i ) P M if 4-nP Ny»~* r fyy + M y-+- N) y»- • 
sive ordinata aequatione 

(rc — 2) Py«+ » dx 4 - (* _ i) P M y*a * n P N y”- 1 D a; 

— y n+, 3Q — My^U — Ny B—r aQ 

4-^'dM -+-y"dN H-y^QdN 

tm<le singulis membris ad nihilum reductis, fit 

i. (« — 2)pa*— aQ — aw 
il (« — i ) m pa«z= m a q — Qa m — a n 
m. « n i>a*=N a u — o a v. 

Sit P** = *V f erkque ex pruna Q — A -f- M -j- (/i — 2) V, quo 
▼alo re in secunda substituto prodit 

Mav-K«— 2)va.M+AaM-j-aN— a 

et tertia fit 

?NDy-+-(n — Z)V9N + M3N— N3M+Aan = 0 ; 

unde eliminando d V repentur 

(fl . 2 'l V 4_ 4 M M d X — M X d M — aN^N 

a N d >L — M d N * 

Verum si hinc vellemus V elidere, in aequationem diflerentio^diffe- 
rentialem iilaberemur. Casus tamen quo n~ 2 expediri potest. 

Exemplum. 

<19 8. Sit in evolutione hujus casus nzzz2, ut per se inte- 
grabitis esse debeat haec aequatio 

y rp^ax-f-fy-f-QiajQ 

y y -+- m y ^ — u ' 

Ac primo esse oportet Q z: A + M, tum vero 
2ANaM — AMaN — M (MdN — N3M) — -2N9N, 
quam ergo aequationem integrare debemus, quae cum in nulla jam 
tractatarum contine Atur, videndum est, quomodo tractabilior reddi 
queat. Ponatur ergo M~ Nu, ut fiat 
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statuatur porr 


MdN — N?)M zr — N N d u> et 
2 N 3 M — M 5 N = 2NN du -f-N«3N, hino 
2 A N N cht -f- A N u r) N -f- N 3 z^u-f- 2 NdN 

W + “S iT -+■ n + ,i3 “ = 0 : 

0 


0, sire 


t 

N 


2 di» 


dv 


Z v, seu N nz I , habebitur 
A u d v — }- 2 A v d u -f- u e) u ; 

a A v d u u d u 

U — f— A U 


0, seu 


Au 


Ubi variabilis v unicam habet dimensionem, et hanc ob rem patet,' 
hanc aequationem integrabilem reddi, si dividatur per (2-f-Azz) 2 j 
prodibitque 

v f' i (3u c t — Au 

(a -f- Au)* > (j + Au) 3 A A A A (a-*- Au)** 

ideoque v zzz C - - A ^ A — 1 A u . Sumto ergo pro u functione qua- 

cunque ipsius x, erit 


N = - 


* * . ¥ ■» » A Au 

a i Au’ Ct ^ C (a -f- 


atque O ~ 


c (a -f- A U) 

A C ( a — f- A u) a 
d (a -f- A u) a — i Au* 


A u^ a i Au’ 

Jam ex tertia aequatione adipis- 


cimur 2NPdr=zNdQ — Q^N, seu 2Ydx — N3.£, at 


Q 

p» 


C (a -f- A u) a — i 
A 


, unde d . £ — 2 C d u (2 -{-Au),- ideoque 


Vdx ZZZZ AACjii(i-| -Aii) 


C (a a u) a — i — A u * 

Quocirca aequatio nostra per se integrabilis est 

A A Cyydu (a-+- A - u)-+- ydy\C (a- f- A v) 9 y — (, -f- A u)y-}— AC(a-4-Au)* — A) i 

C(a-t-A u) 9 yy — (i-J-A U ;^^4-A Aujy-f-A A 

quae posito A u — {— 2 zz £, induet hanc formam 

71 . -4 -yd y(Ct t — t i) \ d y (C tt — i) _ 

Cltyy — (f — -t- A (/ — >); + AA ‘ Q * 


Hinc autem posito A — a; C — 


a 'V 

P~P 


et t zz — 


P* 


invenimus 


t «7x>ax 4->9y(a-t-(3x-4- < Vx x) — « g y ( a — y Q 

P * -f- 7 * *) ? 7 — »ta«H-px)>-h«3 
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/ 

Corollarium i. 

4 9 9. Hoc igitur modo integrari potest haec aequatio 

a. yxy7)x~^ yd y(a-t-Gx -t-y xx) — ad.?/ (a — y xx) — 0 , 

quae quomodo ad separationem reduci debeat, non statim patet. 

Est autem multiplicator idoneus 

y 

(a -f £ x y xx ) y y — • (aa + (3x)>+a3* 

Corollarium 2. 

5 0 0. Hic multiplicator etiam hoc modo exprimi potest, ut 
ejus denominator in factores resolvatur 

(a fix -4- Y x x) y 

[(a-i-fbc -i-y xx)y-{ct ~+ j, 3x) -+- ax y (J$3 - a-y )il(a *■ p.r -*■ -y xx)y-a.{a -1 ^ix)-ux y (^3j3-a f 

Corollarium 3 . 

.50 1. Si ergo ponamus 

(a -f- (3x 4 - y x x) y — a (a -J- t |3.r) — az, 
erit multiplicator 

a -b § (3 .r -4-3 

[3 -h ar j/ (J |3|3 — ay>Jis — x p fS (3 — a > )] 

. , a a 4- £ a /3 .r -4- a 3 

At ob y ~ — 1 , aequatio nostra erit 

ct —t— / x — j— y x x 

yxydx-\- dy(z -+-|{ 3x-\- yxx) — 0 . 

At est 

^ _ — |ata(3 4- 4 a.yx-t-(3y.r.r)d.r — a3r)*(|3-4-2y.r) -t-adsta-»- j&c-t-yxa;) 

(a — | 3 .r 4 - yxx/ 

hoc autcrn valore substituto prodit aequatio nimis complicata. 
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6 02, In ren i re aequationem differentialem hujus formae 

V P d r (O y -J— R) ^ y — • q 

in qua P*Q et R Sint functiones ipsius x, ut ea integrabilis eva- 
dat per lmnc multiplicatorem — ubi S est etiam functi» 

ipsius x. 

Solutio. 

Quia 9, per et dy per muU: . 


u -hSz/) r 


a 




plicatur, oportet sit 
(m + l)P/ / *(l -f- Sy) — nPS^+i 

— ( 1 * s f -V" ^ 1 Q + ?/" 3 R ) - »1 </,-) sto ^ n 

dx • 

qua evoluta aequatione erit 

(m+ 1 ) Py m dx-i- (m-+- f — «)P3y w -H*a ar _ 7/ w-t- a s r -) 0 
— y m dR -• - 


'ST^dO; -+-wy*H-*oas f 

-Z/ m +‘Sr)R ~ > — 0 

-4- R t) S \ 

vT- P tl = W e = ''Q3S f 'ideuquc f> = AS- et 

^ /iAS j.s, quibus in membro medio substitutis fit 

' rn -+r, S f) R 72 A S*—a S — s t)R -t -/2 R <) s — 0 , seu 

«+7 ’ ^S -f- Rr)S m 0, idcoque * 

Ar («-+-•) nas 

s ~ — (m + 1) AS*~’d$, 

quae per S"H-« divisa et integrata praebet 
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R (m -4- O A S" m * 

S m “** 1 n — ni — 2 

Ponamus A ” (jn -{-2 — n) C, ut sit Q m (m -f -2 — CS", 
et R ~ B S 771 1 -f- ( 7 /z -f- l) C S n *, idcoque 

ra* z=z b s m a s -f- (77 — i) cs *— 3 as. 


Quocirca habebimus hanc aequationem 

?/ a S [B S m -f- (/7 — 1 ) C S n a ] 4-3y[(m+ 2 — 77) C S* y 
4 - B S 7714 -' -f- ( 77 i -f- 1) C S n — *1 — 0 , 


quae multiplicata per 


y 


,m 


( 1 -4- S //) 
nem quamcunque ipsius x capere licet. 


- fit integrabilis, ubi pro 5 functio- 


Corollarium 1 . 


5 0 3. Integrari ergo poterit haec aequatio 

B y S m a S -f- B S” 14 " 1 a y -f- (ti — 1 ) C y S n a a S -f- (m — f— 1 ) C S n 1 dy 

— f— (//i — f- 2 — 77 ) CS n ydy — 0 , 
quae sponte resolvitur in has duas partes 

Bs»(yas-f-say)-t-c s n a [(7i — i ) 2/ a s — (7/2 4- o say 

-f-(77*-f-2 — ri) s 2 ydy}— 0 , 


quarum utraque seorsim per 
bilis. 


(1 -t-S y)“ 


multiplicata fit integra* 


Corollarium 2 . 


504. Prior pars B S m (y3S -f- S dy) integrabilis redditur 
per hunc multiplicatorem — (fi : S y; est enim hacc formula 
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B (yd$ -4- Sdy) 0 : $y per se intcgrabilis. Unde pro hac parte mul- 
tiplicator erit S* m */ x (i -f-St/)* 4 , qui utique continet assumtum 


(i -t-u) 1 


V 

— si quidem capiatur X “ m et \lzzl — n. Est vero 

d-i-S y) n 1 1 ^ 

/^^■ BSm( ^ s + s3y) = B / vmdv 
posito S yznv. 

Corollarium 3. 

50 5. Pro altera parte, quae posito S zz - abit in 
C 

— [— (« — l)i/^-t-(m4- 2— n)ydy], 


habebimus 


— ~ 1 > C y (fi v (m -f- 1) vdtj Qn -f- 2 — n) dtA 

i» R \ 0* — 1)2/ (« — i) / 


m-f-» 

(n — ( ) C y*—* ' —m—t 


( Z^t—1 . m-4- 1 \ 

*/ «— « dt>- n_1 v vy — n-« dt/J 


= — (n — 1) 


m+n 

1 ) Qyn — x / «Z?\ 

J. 

Ideoque haec altera pars ita repraesentabitur 
- (n. 


*L±l* _ i -4 -St/ 
i) C S* y* — i 8 . 


y n — ' S 

Multiplicator ergo hanc partem integrabilem reddens erit in genere 


i */*££*& 

n —f“ * ffl -r i 


S n y-» — i Sy»m* 


i .i 'i 


m 


40 
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Corollarium 4. 


50 6. Pro altera ergo parte multiplicator erit 


(1 


S y)* 


5 n -Bt y 


m-H n 


n — i 


<1 U0 baec P arS fit: 

s 0* 


— C n — 1) C . 


(i 


(n — f~ ,) d - tu — j — i 

yn— > S 


1 


Sy 


S ^ y « — * 

cujus integrale est 

(n-DC^ + i . 1-f-Sy 

-> posito z = « 

yn — I S 


[A. -f- 1 


Corollarium 5. 

5 0 7. Jam multiplicator pro prima parte 
S X— m y \ (i ^_ S y)* 

congruens reddetur cum multiplicatore alterius partis modo exhibito, 
si sumatur X — m ct jx ~ — n , unde resultat multiplicator com- 

y m 


munis 


(i -f- S yy 


1 -f- S y 

, hmeque posito §y ~ v et ^ 


s, nos- 


trae aequationis integrale erit: 

- v n dv 

B/ — - -f- C z l n ~ D sire 


t >y 

B , V»dt> ,CS" 1 y m ~*~' 

7 (i -t-v) n ” + "(i -»-Sy)— « — * 


S c h o 1 i o n. 

* • > * • » • ’ ‘ •* 

508. Aequatio ergo, quam hoc problemate integrare didi- 
cimus , per principia jam supra stabilita, tractari potest , dum pro 
binis ejus partibus seorsim multiplicatores quaeruntur , iique inter 
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sc congruentes redduntur , cujus methodi hic insignem usum de- 
claravimus. Possemus etiam multiplicatori hanc formam dare 


(1 


y 


,m 


— 1 . ita ut haec aequatio 

y m [t/Pa* 4- (Qy 4- R) 7)ij\ 


(1 -+- Sy-f-Ty/// 


— 0 


per se debeat esse integrabilis , et calculo ut ante instituto inve- 
niemus 


,n 




\+-y' 


h- (/n -t- 1 — y?) P Sa^^ 



— aa ( 


\~SdQ 

-saR ( 


—TaR 

-t-«Ras j 


/-f-nQas 

>-wiRdT 


4 y m ~^~ 3 * 

j-TaQ , 

)+nQaTi 


-a, 


unde ex ultimo membro — T3Q -f- n05T rrz 0 concludimus 

3 R • 

Q — AT n , et ex prirao P3a:zz:^ - ^, qui valores in binis mediis 
substituti praebent 


RdS — 


s a r 


m 


— AT* 1 dTrz 0 et 


R^T — -f-AT*aS — A ST n 1 dTr= 0, 

m -f- 1 w 1 


quarum illa fit integrabilis per se si m “ — 2, haec vero integra- 
ri potest si m — 2 n — 1 , fit enim 

Rax — IA* 4- AT*-' (Tds — saT) = 0 , seu 

nRaT — TaR . A (TaS — SaT) 

4“ — — * o , 

fi XT 

— R AS — B . 

cujus integrale est — — -f- — — ; hineque 

R — BT R 4- nAT' 1 — ‘ S. 

*« 
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Praeterea vero notari meretur casus m ~ — i , quem cum illis in 
subjunctis exemplis evolvamus. 

Exemplum 1 . 

5 0 9. Definire hanc aequationem 
ij? dx -f- (Q y R) d y — 0 , 

ut multiplicata per fiat per se inteqrabilis . 

Ob m ~ — l, habemus statim 3 R ~ 0 , ideoque R “ C : 
tum est ut ante Qz: AT* et 3Q~?zAT n 1 3T, unde binae reli- 
quae determinationes erunt: 

— PS3a?4- AT a — ‘ 3T 4- C3S — 0 
— 2PT3* — A S T n — 1 3T-f-AT' l 3S-f-C3Tzn 0 , 

hinc eliminando P3a? prodit 

A S S T n 1 3T — 2 AT n 3T — AT n S3S 

-4-2CT3S — CSaTzzi 0. 

Statuatur hic SS~Ti>, ut fiat 

2T3S — S3T — TS — gT) =s 

erjtque 

i AT tt v3T — 2 AT tt 3T — iAT a +* 3 v + — == 0, 

seu hoc modo 

— I AT-+» d . -4- — 0 , • 

cujus prior pars integrabilis redditur per multiplicatorem 

i v— 4 

pi-Hi ^ * T * 
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posterior vero per Q : v > un ^ e communis multiplicator erit 

— , hincque aequatio elicitur intcgralis haec 


1 


/i -+- 1 , 

T(v — 4) VT 


at” * 




+ C / 




, n-b\ . 

( v — 4) y/ v 




(2n- l)(r- 4) 
unde T definitur per v; tum vero e$t S — ^Tv, RzzrC, 

cds — at' 1 — a r r 

QnA T* 1 , et Vdx == — . 


Corollarium 1. 

510. Casu quo est n zzz ob &z° — !z, habetur 


lAI^ + C/j^Ur^lDt seu 

unde posito vzzz Auu ct CznXA, erit 

/ — - — — X / rz Const. seu 

I — uu i — U 

T — E (i — uu ) (— r^) X . Hinc porro 


S — 2 u/Tz: 2« (;“)* /E (1 — w m) , et 

x 

R — C — XA; tum Q — A (~^)* /E (l — uu), atque 


P d a; zn 


X Adu . XAJT 


~h 


aT 


AOjr 

a T u* 


At est ^ — Erg0 P3a: — 

Quocirca pro hac aequatione 

A:y8 “ C ,'^7 — -<-A9yrA-f.y(l-^)»VE(l -«»)] = « 

multiplicator erit 
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y/[in-2z<y (~^) a /E(l — uu)-hEyy(l -uw)(|-J-“) x ] 

Corollarium 2. 

511. Casu quo n m — | habemus 

~^ + 2C)/»=-2D, «u 
Ponamus v rrz 4uu, ut sit T ~ ^4-“ a c u > tum 
S = 2«/T=2^^^, 

R ” C, Q = /^H±lP^,. e t 

— Cdu , C3T _A 5 T _ 3ufC-f-D«-i-Ci<iO ( Ci*3 — 3Cu — D) 
O x — u ' a T a T T u ~ u(uu — ij* (D-f-sCu) 

unde tam aequatio quam multiplicator definitur. 

Exemplum 2. 

512. Definire aequationem 

yVdx -f- (Qy -h R) dy = o, 

1 


multiplicata per 


bilis. 


I/ 2 (1 -H Sy 4-Tyy) n 


, y7af per « integra - 


Ob mnz — 2, ex superioribus habemus: 

AT* B 

«r^s’ 


RSn^P + B, seu R = 


qui ralor in altera aequatione substitutus praebet 

(2n4-l)AT n ^T 2AT ft -+"'3S 

0 . -f,AT*aS — AST n — 3T 


n S 


nSS 

B3T 2BT3S 
~ S S S 


= 0 9 


quae in has tres partes distinguatur 
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AS ((2n OT an dT 2T an +- 
«T* \ S 3 


iN 

J ~ 0, seu 


VS s s* 


A S T«4-i 

a.-^nr + AT*+-«d4 + Bsd.A=:o 


n T* ~ ' SS 
Statuamus ad abbreriandnm 

•pan-f-i * 


SS 


-p, f -q ct 


£et S — jr’ T — rir’ hinc p — -■ nostraque aequa- 

tio ita se habebit 

+ ,-*-£d r = °> seu 

5"7> ^ P jVr d q -{-B d r ~ 0. 

Quas tres partes seorsim consideremus , ac prhna fit integrabilis 
multiplicata per Cf) : p, secunda vero per ^~(P:q } tertia tandem 
per (}> : r. Ut bini primi conveniant, ponatur 

t 

£y • P X — vy • <7 h seu zz q^ 1 r , hinc 

p — ^ + I /^+ | — q — 4« /- — »n-f 
Fit ergo 

A -f- i = — et ft+i =-4n(X + 1)3 r^7» sicque 

V- — Tn—, *» X = 


9 n. 


i n — t 

4« 


JU' 


Multiplicetur ergo aequatio per 

ac prodibit 
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p x dp “h A 9* d 7 *+■ B <7 


a „x 

n 


2n+- 


4 « 


an — i 


SCU 


TCI 


A d • 


iX-f-i 


f-- 

(X -+- i ) fJ- 


r n dr zz 0, 
4 n « -4- an 


0 M-r \ 4 n n -f- an 

-i ) -{- B(jr'an — i r n t) /" ZZ 0 , 

U.-H1/ 


4« 


fa n 




/jnn -f- a n 


4 r) -f- B q 3 n 1 r n dr zz 0 . 

4 n w 7 

4» n 


Multiplicetur per q ' n — ' (1 — 4r)\ ut prodeat 

4 ' ,n , 4 n 

(a n — i)A . — , (J _ 4 ,-y 3 . — 1 (t — 4r) 

^ 4 n n -t- a n— f-4 v n 

_j_ B<7 ‘ r n Dr (1 — 4/)* — 0. 

Fiat ergo 4 v + 4 n -h 2 zz 0 seu v zz — w — I, et ambo mera- 
bra integrari poterunt, eritque 
4n(v-f- 0 

(an — ») a aR — , /j _ 4 — 4 r)’zzConst. 

4n(v-hi) v 

at est v -J— 1 ■ — - n -+* \ zz sicque habebitui 


A • - a "+ ‘ r 

a“* an (1 — . 4 r) « *+-B / ■ 

2/i ^ 


an-+-i 

(1 — 4 /)~ 


- zz Const. 


Dabitur ergo q per r, eritque S = T — * f > tum 

__ A^T^ B __ AT# et _ 3 R> 

nS ‘ S 


Corollarium 1. 

513. Si sit n zz — j , erit A <7 -j- aB ^ — - — r» scu 
q — i ^ r>/r * bineque 

c 3 3 a. T — 9^ q — cy,r ~~ a — et 

S Cr- afiTVr» A r(C-.Br/r)‘’ ^ 3 
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r? B — sQ r(C — aBrvVVsB — 9 CV r 4-4 B rr) 

K — '~ s — — — s — — 9 a“ seu 

p 3 B C r — nCCr/r - 6BBrrv'r4-8nCr3 — flBBr4/r 

y A » 


Corollarium 2. 


514. Ponamus eodem casu r zzz u u> erit 

e 3 A rp a a A /-n II fc — sB« 3 ) . 

Cliu jBui’ fe u (C aBu3) a ’ 3 > ” 

SBC U 9 — nCC«3 — 6 B BuJ-4-ftB C u fi — 8 »’> B «9 , . 

— - — 1 — — ■ — , hincque 

6 BC 11 -4- 6 C C u u — |— 3o B U i/4 — /j fl B C i/5 -)- jal) B u® \ 

y A Oll, 

eritque aequatio y?dx + (Q y -}- R) Dy — 0 integrabilis, si multi- 
plicetur per 

*_ 0 -hSy-\-Ty y) » / / f 1 3 A y , 9 AA yy \ 

yy yy V \ l uu(C — a»u 3 ) 1" U U (C — ali ui)*)* 


Exemplum 3. 

515. Dejinire aequationem 
f/Pd.r-j- (Qy -f-R) dy— 0, 

xfi ” — ' 

quae multiplicata per - . fiat per se integra - 

(i 4- -+- ?yy)' J ' 

bilis. 

Hic est m~ 2 n — 1, O — A T n , et Tdx rr: — ; tum 
vero ex superioribus Rzzz/tAT' 1 ‘ S-f-BT n , ac superest aequatio 

RdS — AT n “-‘ d T — 0, 

2 TL 9 

quae loco R substituto valorc invento, abit in 

(2n- l)AT n \SdS- (n — 1) AT' 1- ' 2 S Sf)T— . 2 AT^^T 
-f 2BT n aS — BT a — 1 SdT=: 0, seu 
(2 /j — l)*ATSdS — (/i— i) ASS£T — 2 AT9T 
-{-2BTTas — BTSdTsuO. 

Ai 


Digitized by Google 


322 


CAPUT III. 


Prius membrum posito S S zn u abit in 

(n — J) AT du — (n — 1) AudT — 2 AT3T, scu 


(;i — i) A T ( d u — 


Oi 


blirlT 2r)T\ 


(n - P T 


n—V 


/ * n ~ 3 / f) u 2 (n — 
|(2 n — 1 ) AT a» — < 


sive 


4dT 


'in—a 






x Ti«— i ( 2/i — l)Ta«— * (2 n — l)T»»-i 

/ i n ~ 3 / u 1 — \ 

— }(2n— l)ATa«-.d.( — — — 4T«-< ), vel 

^Ta^I ' 

/J.71— 5 * o «j h t 3 -v SS 

i (2 n — 1) ATa*— ‘ d .Ta«— »(^r 4)-+-- s -D .-^r — °) seu 


(2 n — 1) ATan— X ^.Tan— 1 — 4) 


S T 
jBT-v SS 


s a.¥=°- 


s s 

Ponatur -=- zz p et 


I « 

T 371 ” 1 (“ — 4) = q = T 371 - 1 (/> — 4), 


ut sit T 37l— ' == — r , unde 

P — 4 


T — 




on 


et S 


Ergo 


•iye 


tp— 4 > an— 1 
(2 /t — i) A (p — 4) 3<7 


V 


P 7 


,an — — i 


+ 


7 ]/p (p — 4 ; 

(2n — Adq 2Br)p : Vp 


<J> — 4)’ 71 — ‘ 

2 Bi/ « 3 * 1 

— d/> — 0 

4 )aa — I • 


/l-t- £ 


n+| 


= o> 


<7 ' (p — 4) 

quae integrata praebet 

— 2 A _ /* dp :Vp 


- 2 A Z’ 

+ 2 V 


0 » ~ 4 ) 
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et facto ” v v , seu p — — — - , fiet 

p — 4 ' vv — I ’ 


B 


n — l n — i 


fdv (vv — l) n — 1 “ C. 


S c h o 1 i o n. 


616. Haec fusius non prosequor, quia ista exempla cum in 
finem potissimum attuli , ut methodus supra tradita aequationes 
different ia les tractandi exerceretur; in his enim exemplis casus non 
parum difficiles se obtulerunt, quos ita per partes resolvere licuit, 
ut pro singulis multiplicatores idonei quaererentur, ex lisque multi- 
plicator communis definiretur; nunc igitur alia aequationum genera, 
quae per multiplicatores integrabilcs reddi queant, investigemus. 

Problema 6 7. 


617. Ipsius x functiones P, Q, R, S definire, ut haec ae- 
quatio (P y -j- Q) d x -j- y d y — 0 , per hunc multiplicatorem 
Cy V — H R y -f- S) B integrabilis reddatur. 


Solutio. 


Necesse igitur est, sit 

A~) . (P y 4 - Q) (y y -4-Ry-j- S) n V A) .y (yy 4-Ry-h S) n 

\ dy )~~\ dx 

unde colligitur per (yy + Ry -f- S) n— 1 dividendo 

p (y y + R y + S) + »(P y + QK2 y + R) — — — a 


a eu 


(2n+ i)¥yydx -+-(/zh- l)PR7/d;r -+- PS5ar ^ 

RdxC — 0 . 


— nt/t/dR h-2 nQydx 
~7iydS 


S 
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Hinc ergo concluditur P At? — - n ° *L c t 

a n — f- i * 

&£&** + *<»* -3S = o, 

~ + QIOx — 0, porroque 

o d x - ~l a A_ — fn-hO R^R a s 

^ (a »t -j- j) R a (a a -f- j J i a ‘ ergO 

, aSr)n (n-f-i)HdK 

db ( 2 n-i-,)R — — » 

1 

quae per Ran-t-i multiplicata et integrata, dat 

. . a 4 n ~t~ 4 

Ran -f- » S zn C -f- * Ra n , hincque 

S zz ^ RR — j— CRan-f- 1 , at(jue 

= et 

unde aequationem obtinemus 

( n V — i R — CR a»+r) 5R-|_(2n-f^ i) ydy~ 
quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 

(;yy + Ry 4 - i R R C Rr^T7)\ 

Corollarium 1 . 

518. Casu quo N ~ — i, fit d R — 0 ctR-i! 
quae aequationes sunt 

( n -f- 1) AP -f- 2nO()x — «3S~o et 
P S d x — {— n A Q ^ x -~z 0 . 

Ergo Pdx — ^li — i(JcoqU( , 

(AA A S) Qdxzzz — 2 Sc)S, seu 

~ dx = ^~A « Pdx = i=±**- 

A-A — 4 S AA — 4S 


A' 


\ 


f 


"N 


I 

i 

i 


n 5 R 

— _ • 

a* 4 - « ' 


0 , 


, et reli- 

i 
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sicque haec aequatio — - -f -ydy — 0 integrabilis redditur 

per hunc multiplicatorem -r? . 

r Y(yy +• Ajy-t-6;* 

Corollarium 2. 


519. Si hic ponamus A — 2 a et S x , haec aequatio 

(a y-f-x) dx-i- a y dy (x — a a) „ . .... 

(x — ua)y^(jy-+-uay- ri)~ — 0 P er se est «tegrabius, unde integra- 
lc inveniri potest hujus aequationis 

xdx-+- aydx -+- 2xydy — 2aay^y — 0 , 

quae divisa per ( 'pc — a a) j/ ( yy -f- 2 ay -1-aO fit integrabilis. 


Corollarium 3. 




52 0. Ad integrale inveniendum, sumatur primo x constans, 
Ct partis vTyyllly+x) lnte S rale est 

2 Y (V y 2 a y - 4 - x) 2 a l [a y — y/ (y y 2 a y x) ] -+- X , 
cujus differemiale sumto y constartte 

"dx :Y (y y -f- a ay -f- x ) -n y 

V (yy -hzay-i-x) a-j-y — V' (y y *+* a a y -t-"xj » ^ A » 

si alteri aequationis parti ^ i_ a y ' -f- x) aequetur, repen- 

tur 0 X — a* — x et Xzz — al (a a — x Ex quo integrale» 
completum erit 

/ (yy -h 2 ay + x) -}- al *y + x) c< 

Corollarium 4 .. 


621. Memoratu dignus est etiam casus n— — i, qui scrip- 
to a loco C i praebet hanc aequationem 

(y -H a. R) d R -j_ y})y — o , 

quae divisa per yy -j- Ry ~J_ aRR fit integrabilis,, haec autcmi 
aequatio est homogenea,. 
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5 2 2. Potest etiam aequationis 
(?y H- Q) dx -i- ydy — o 
multiplicator statui (y -f- R) m (// -f- S) n , fierique debet 

/ d . (P y + Q) (y + R)”(y + S)" \ _ / d .y(y + R) n Q j -t-S) n \ 

\ d y ) \ dx j' 

unde reperitur 

(y -+- R) (y +■ S) -+- m a ar (?y -+■ O) (y S) 
-*->idx(Vy- i -Q)(y- i -R) = my(y + S)dR-i-ny(y-i-R)dS, 
quae evolvitur in 

(m-H/i-f- VPyydx +(n-b OPRyd^r-f-PRSdaA 
'—myyd R -+-(m-+- i)T > Sydx-hmQS()x/ 

— nyydS h- (m -f-n)Ot/r)j-4-wOR^> — n 

— m S y d R V 

— n R ,u d S ) 

unde colligitur ™ 

Tdx — t n -j — — pr s a* — n s CmaR-4-nas) 

* + *+‘ A> ’ wS+nll (m-t-n-H, J(mS-f-nR) > 

hincque 

£waR-H»as) lfn-p. )RH-fmH-0 S 1 fffl-HORSffflaR-+-«aS} „ ^ ^ 

„ «-M+: ( ^.xotW - m s 3 R - n R 9 S - 0 , 

seu] 

4-m(;i 4 - nnaR—m „1? f -j ? _tn _(m-Hn)RS3R - -n(-rn-)-n)RS3S Q 

mS + nft > 

*+- w (m -+- i ) S r) S — m /2 S d R 

quae reducitur ad hanc formam 

H-(n + l)RR^R-f. (m — n — i ) R S c) R — m S S 9 R* 

-t (m -4- 1 ) S S d S •+• (« — m • — i) R S d S — • « R R d S > ® ’ 

quae cum sit homogenea, dividatur per 

(n-b i)R 3 (m— . 2n — i)R 2 S-t-(n — 2 m— i)RS* : f- (w~+. 1)S 3 , 
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seu per 

(R — S) a [(n -f- 1) R -4- (m l) S] 
ut fiat integrabilis. At ipsa illa aequatio per R — S divisa, erit 
(n -j- i ) R d R -f- m S ^ R — (m -f- 1 ) S d S zn 0 . 
Dividatur per 

(R w_— S) \(ti — ! — 1) R — (tn — ( — i) S] 


et resolvatur in fractiones partiales, erit 

3 R /tn -f - n - f- 


m 4 - n - 4 - 2 


/ m -f- n 4 — . n -f- » N 

' R — S (n 4~ 1 ) R 4~ fwt-f- 1 ) S' 

3 S / 77 i n —4— i. 7 n- 4 - 


, £_» /77 1 -t- H -t- I 1 77t — (— r \ 

771 — (— 71 —J— 2 \ S R (ti - 4 - i) R — j— (t 71 -4~ t) i/ 


seu 


Ctt* ~ 4 ~ ti -4- i)(dR — 3 S) . (n —I— 1) 3 R — 4 — ( 77i -f- 1) 3 S ^ 

R ~ ~ S i~ ( n — 4- 1 ) R -4— (771 -f - 1 ) S “““ * * 

unde integrando obtinemus, 

(R — S) m + * + x [Oi-h 1) R -h (m -f- i) S] ~ C. 
Sit R — S — u y erit 

(n -f- i) R -f- (m -f- 1) S z= 


u 


771 “f- 71 -f- I 


hincque 


„ (m -4- O u 
R — - — - 4- 


a 


S = 


tum vero 


m -r- n -+- 2 
— (/*-+- i)u 
m -f- n -t- 2 


n 771 -4- ti -4- 1 
a 


, et 


u 


771 4- 71 -f- I 


(m — n) d u (m -t- /t) n d u 
?dx zzz — - — ; . et 


m -+- n -4- 2 


u 


v\ -f” n -f™ a ^ 


Odx— du ( a 1 ( a _ (n-4- i)u \ 

U \u m+a+ * 7714-/14-2/ \M m + n + « m 4 - U 4 - 2/ 


Corollarium 1. 

6 23. Hinc ergo integrari potest ista aequatio 
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_ / m — n (m -W2)«\ 

yoi/ -hydu\ — — v - J 

J J J \m+n+2 u m + B + */ 

c) u / eia 
u yu 2m -f- 3n 


m -+- rt •+• i 

(w — n) a 


•4- 1 ) (;i -+- i ) u u\ __ 

' n+a ‘ (m-H/i-t- 2) «■"+* (/»-+- w-*-2) a / 1 

quippe quae per se fit integrabilis, si multiplicetur per 
f a (m 1) «Y* / a 

y «* +, + , + m+Bf2/ v 2/ 


Corollarium 2. 

5 24. Sit in — u, et aequatio nostra erit 
2 naydu aadu 


ydy — 


u 


I —i— — ? ll() U 

m+a ' ^n + 3 4 


0, 


cujus multiplicator est [(*/ -j — jp-7) 2 — I U u] n . Quare si pona- 

nt 

mus y — z ^ rc j - , aequatio prodit 

ic 


zdz — 


ar)z 


u 


an+i 


azdu 

7 i ud u — 0 , 

a n a 4 ^ ’ 


U 


quae integrabilis fit multiplicata per (zs— - | u K) n 
z — iy et a — *b, erit aequatio 

•>> h ^ x J . 

Vd V — 11 o u — -1 ; — ~ 0, 

J J M 3 n -f- i yin + j ’ 

et multiplicator (y y — u u) n . 

Corollarium 3. 

5 2 5. Si m — — n , prodit haec aequatio 

ydy — + + i <fln — 1) udu — — 

quae integrabilis redditur multiplicata per 


Vel ponatur 


= 0, 
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ty-f'- — «)]" [y -f - 1 - j 0*~ I) u]— \ 

Posito autem y + ~ m s; prodit haec aequatio 

zdz — nzdu - 4 -J(nn — 1 )udu — a -~ -u a i i 

quam integrabilem reddit hic multiplicator i 

[z—i(n-+. i) wf [z — i (/i — 1) xc] — 

Corollarium 4. • j 

4 * • 

. " *' - < • . 

426. Ponamus hic zHZwi;, ct habebitur ista aequatio 

uuvdv -+- udu [vv— nv -4- i (nn — 1)] — 

r 4 ~ v ... l * _ . ■» * N 7 

/ ^ . - \ y | \\ * * 

^uae si multiplicetur per f ] utrumque membrum 

\v — iin — i)/', . ^ 

^ * • * X 1 

4et integrabile. Posito enim - — g seu . 

v — £ (« — 1) . 5 1 - 

n -f- 1 — (/2 — f) \y , / , .. 


2 (t - S) 


oritur 


J B '^ r v itt)u ' M 1 — 
T* i 


*. . (i—*rr . 
cujus integrale est 
^ n ^“ , uu 

2 t i - J* 


f. 2(1 
s n ds 


~'(n > — t) j -__'as n d* 

uus n ds rz: 




r s n a s 
a / — ,-r-. - 

J ( i - - *; 3 ■ 


5 c h o 1 i o n. 






. I 


62 7. Qno nnstiam aeipiatioBum- m genero- concinniorem red- 
damus, ponamus m = w et ;i — - A — 1 — ^ ' »t - 

v. : - v .) — .,:i vt . , v * 

•Oit m -f- n -f- 3 — — 2 A, ftejqnc aequatio 
ydy — ydu i£”~- 2 (A -4- t) au' x ] 


42 


«vt!uL i*,.l ( :r.'j 

C* 
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/ Di — n (m- 

yoy-\ -yo u \ — 


du 


aa 


0 n- 




u Vu 5m+an+J (m-t-r 
quippe quae per se fit inter 
a (m -> 

u m-t-n-H ;n 




*- aau4 x ) zz: 0» 

redditur 

i (n+X) «v [t — \ — x < 
aX * 

' aequatio 

- 4 X~) — 0. • 

X — i 


5 24. Sit > 

v~dy — 


.<* — X *-i 

— x 


cujus mi 


mus 


- »1 


t — “) zz a a* x d s. 

. ^ aX / — 

> , a 

Prob lema 68 . 


o2 8. Ipsius — x. t functiones’ " P , Q, R et X definire, 1 ut haec 
aequatio dy •*■{-' ~yy c)x — Xd oc zz o integrabilis reddatur per hunc 

multiplicatorem 

* \ 

Solutio..- , : 

Debet ergo esse 

..'..j.;'.. 

t y v -4- x *N 1 ■ 

ti»< t*' dy 0 * Vyy Q7-+-R T* d x u * P>.?-+- Q y 

hincque - i . . . - • * . . 

2y (P^z/ -+- Qy + — ( yy -+- ( 2p y “i - Q* 


y y d P — 'y9 Q — — 3R . 
— 1 4 *. 


ergo fieri debet 


: t* 
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• + yydP — 2 PXyax-(-dR. = o. "•••'’ 

+ydQ )* 

■e habetur Q = — H=jr^i et X — — £?.. : Sumto ergo 

aap 


nstante est 9 O — g- — , unde fieri oportet 

^=o, seu 

P + P3R— 


tio praebet PR = ££ + C , hinc R — + « . 


- ?£ et X — 
a*> ei A — Fp 


ap» 


aap 


4PPa* a •Pda , ‘ • ‘ ‘ * 

, ut S sit functio quaecunque ipsius x, obtincbi- 

f * f C 


asas 


:isjf r — »i , v € aas 

d» * — ss^ax*» et A — ‘s4~TaT j » 

gumiis valoribus, per se integrabilis erit haec aequatio 

dy-+-yy a*- 4- x a* 

4 *. v > -t- Q>-hR — u * 


a 


.. 4 


*'* I 


S c h o 1 i o n. 

inst 

ut fieri debeat 


52 9* TTaec solutio commodius institui poterit, si multiplicatori 
tribuatur haec forma — P - k 

j_ 3 P Q -y-f-X) __ , \ p 

^ y u 'ntJV.vrh 

«nde oritur 


_» ^ 

ai 0 * y y -Hu Q ? ~h: H * 


7VOyyT)x -j- 2 FR 2 /D.T — 2PQX9x 
— 2/2/c> P — 2 P X t/ O.r — R d P 
— 2Qydl' -j-lMR 
4-2PyJQ 

vbi ex singulis commode defluitur scilicet 


— 0, 


ap 


o Q d r R ax — Xrtx-t-dQ an— aQX a« 


u 


CAPUT III. 




-4- ud u — £ a u aX -f- aou* x ) =r 0, 


qtiae per hunc multiplicatorem integrabilis., redditur 

Ponatur y -f- a« sX+I — uz t et orietur ha.ee aequatio 

uzdz — au aX + ‘9 s-t- d u (zz r £ s ^ ^cir) — °» * - 
cui respondet multiplicator u . j 4 D 

I. 6s — £Y~ f4 “ X ““. 

U oii£. ;,*;&* jJJVT * •.? <~i * : -i . *' « " ’ * - i * • - <- 

Reperitur autepa integralc 


< •* - 


C =: a/dz C* - 


X-^y_ X l=Z£j- 8 - \ 

' » — 

quod ergo convenit Huic aequationi differentiati 

*a* + t (* + 4r) (* - *5*> = a “’ x 

C • 

Prob lema 68 . 

628. ' Ipsius - X, functiones 1 ’ P, Q, R et X definire, ut haec, 
aequatio a y y 3^ + Xdx — o integrabilis reddatur per hunc 

multiplicatorem pjyqr^jy^R- 

Solutio. • 


Debet ergo esse 

t y *v ~4~ x __ 

d~y ° * Vyy-+- Q7 + » d x ° * P jr+Qy+K’ : 


= r-.a. 


hiocqu/5 - i >s < 

2 y (Vyy -h Qy +R) — (t/t/ -f- X) ( 2 Py -f- Q) 

y y d P — B Q 3 a . 

. ' d x 

ergo fieri debet 

x t* 
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-4- '2fty9a?‘' — 

-fy7/^P — 2PXr^a?4-dR. - £ = o. 

-f-t/dQ 


'• » 

331 

•tr , t!y ! ' i .’i rrj;f r 
■ ' . *; "tv 


Quare habetur Q zz — ~~ — 3r 
dx constante est dQ— — 3dP 


dx — Xdi > et X —r. — 1^. Sumto ergo 
•gjrt unde fieri oportet - 


R3P + P3R-»|||2, 

cujus integratio praebet PR = + C, ..hinc R — -2|L 

tum 


r 

%\ 


h' 


Q= — II. « x-j.% 


ap» 


_aap 

• p a *• * » 


dx’ pp i 4 P P 5 

Ponamus. P--—SS, ut S sit functio quaecunque ipsius x , • ©btirtebi- 
musque 

t s a s -r^ 
d*~ J 

quibus sumtis valoribus, per se integrabilis erit haec aequatio 

dy-^-yy agH -xa* l ' < 

^ J" > -h Q > -h R — J * 


p — SS, Q — -•*£?, R--. c . + a A‘ l et X — 

3 “ 5 SS^dx*’ CC . S4 Sd* 2 » 


S c h o 1 i o n. 


» s 


52 9- TTaec sohuio commodius institui poterit, si multiplicatori 
tribuatur hacc forma 


j P( W--C-X) 

dy ' i- j V r n 


57jrj-r<j7+5> ut ficri dcbeat 

, -.j 

__ *_ ^ p 

d x ( ’ 


R* 


wnde oritur 

2PQ?/yt)ar- 4- STRi/^r— 2PQXDx' 
— l/Z/dP — 2PXt/?)x — RJP 
— 2 Qi/^P + PdR 
2Py )f> 




vbi ex singulis commode definitur 


?p 


scilicet 


" “ 2 Q ^ ^ x ~~ x rfjc -t- t) Q __ aR — a Q X dx 

** 


H 
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Hinc colligitur 2Q (R -f- X) dx zz: 3R r uade nuno ipsum «remen- 
tum 3 x definiamus, 3 x — 7 Q(|^rx ) r quo* substituta adipis» 

cimur * • • ' • 

0 3 r (R — x)3r , „„ 

< f, R S&K • H ‘~ a Q (R -+- xj- Zf? U Q ? cu 

^OQdR ZZ1R3R — X3R 3*Q -f- 2QX 3Q: * - 

unde colligimus > . ' z_. 

X — 


a Q Q d R — a Q RdQ — RdR ^ p- j /g r( QQ — R) 3» 


a Q d Q — <) R. 


»QdQ — cJR » 


«• ^ ' i Q dR, ' " . 'I . S P a Q -f* 3 R _ : jfA „ i,.» 

hmo. s^ — atque ~ p - Wq — B) , td*oque 

P — A )/ (O Q’ — R). 

Piat Q Q — R — S, ac reperietur 

. : = X = ^522- QQ— S, R — QQ- — S,-. 

atque Pzz:Aj/S. Quocirca habebimus hanc aequationem 




(QQ4 - s)^s n 

4.QS ’ 


quae integrabitis redditur per hunc multiplicatorem 

Y s _ Ys- 

^ y •+■ 3 Q’> 4- O Q — S (>4- <?;* — s * 

Ad ejus integrale inveniendum, sumantur Q. et S constantes, prodi- 
bitque 

/CT 


5'r^s T + , v 

»* — -s 2 1 jy -+-Q _+_ ✓S "T* V » 


■<?;* — s 

existente V certa functione ipsius S vel Q,. Jam differentietur haec 
forma sumta y constante, proditque 

3Q/s 


(y -+-Qj’ 

fcleoque 

av 


4-av= 


yyaS-f-4QSaQ — QQas-sas 

4Q[Q/-{-U) a ~ SJ/S 


yy?S 4- a Q > 3 S 4- Q 0 3S — S 3 S, 33 


4 0 ((> 4- vs 
Xx quo aequationis nostrae integrale est 


— 4QVS* 


y 4- Q — Ys 


a -v ~w- < 


"Hi/oKS G * 


i4r- q 4^ v s 
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Corollarium i.' 


530. 

ap 

p* 


Singularis est casus, quo - fit eninfr- •• 

_ 003* — X3z + 3Q aSQ — sX3* 

- 2Qdx =• q — q »' 


unde has duas aequationes elicimus 

QQd x -+-X dx — d Q — — 0 et Q Q. c) r X d x d Q O r 

quae cum inter, se conveniant, erit 

X*i:=dQ — QQd*, et /P = 2/Qdx.- 

t 


Corollarium 2. 

u * . 

531. Sumto ergo Q negativo, ut habeamus hanc aequatio^ 

nem 

dy-f-yydx — <) Q — QQd*— °» 

haec integrabitis redditur per hunc multiplicatorem. 
e — a JQdx 

- . Et integrale erit 

< y — Q) 

— ' e — 3/Q a * _i_ v — Const. 

y — Q 

ubi V est fttnctio ipsius a?, ad quam definiendam , differentietur 
surnta y constante 

~ 9Q- c - »/Q 0 * i£?* e - >/Q a «- >/0 d- * ^ 

unde fit Y zzz f e — *JQ dx dx, ita ut integrale fit 

e a/Q dx 

/e->JQ**dx — -=rC. 

y — Q 


Corollarium 3> 
532. Proposita ergo aequatione 
<hy - 4 “ yyd* 
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sl ejus integrate particulare quoddam constet y ~ Q, ut sit 
c) Q. — j— QQds? —4— X d x — _ 0, 

ideoquc 

dy-hi/ydx — — QQdx~0, . 

multiplicator pro ea erit g — -*/<?<?«, et integrate comple- 


tum 


C W<?3* -f-r-irTTi = e’/Qd*/ <r ~ a/Qa * d*- 


{y — Q) 

* 

. ' » • • * 

S c h o 1 i o n. 

• f 

f* * t •# • 

5 3 3. Aequatio autem in praecedente scholio inventa 

' * * ’ ‘ ^ o — — o - 

° ^ 4 Q s I 4QS u » 

non multum habet in recessu, posito enim j/ -j- Q H ? prodit 


z 3 S i 

3 Z _ 


3 S (z z — S) A 

4<?s ~ •* 1 


in qua, ut bini priores termini in unum contrahantur , ponatur 
s “ v y S, reperieturque 

/c , v v 3 S 3 S . _ '3i’ , 3 S . n 

<) r ]/S H ;j-Q 4 Q — 0 J scU n'-« 4 q »' s — 

quae cum sit separata integralc erit — ubi est 

__ y±Q 

. — V s * 

Aequatio autem in ipsa solutione inventa 

oy -f -yyd.v-^—. _ o, 

ubi S est functio quaecunquc ipsius x, et ~^ S ~ 3 . r|, magis 
ardua videtur, dum per se fit integrabilis, si dividatur per 

3s* . c /o 3s N5 . c 


aS>^S , <• /c„ rts V « v 

~d^r- -+■ av* ■+■ ss — ( s y - sv Js • 


SS yy ■ 

At sumto x constante integralc repemur 

» * . ss >3x — s a s , . 

7c Alc ' tan S- .TTc' “ 4- V ~ Const - 
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nunc ergo ad functionem V inveniendam, sumatur differentiate positfc 
y constante, quod est 

• * oC a c S9 9S 9S* 

- 2SydS ■>- k 


d* 

a's> 


S S (S y — |^) 2 -f~ C 


4- dv, 


et aequavi debet alteri parti , 

* 9J-* d Jl _1_ uvdx 

S4 s bx^yy° x ss 


S9 3S 
dx 




Ergo 


■ e» - e a + 


a s\ 2 . c 
ss 


SS (S V~-£r +c; 


dV 


SSyydx — 2.Sy3S -* Cdx 


ss 


d x 
SS' 


ss CSy — H) J 4-c 

i 

Quocirca integrate completum est 

Vc A ’ rc ‘ tan S* a^Tc *~J s~s — D ’ 

Quod si sumamus S “ x t hujus aequationis 

+ 0» 

integrate completum est 

i . . xxy — x * 

7c Aro - lan S' — h sr — D - 

Sin autem fit Szz:a; n , 

ob zz: nx 11 1 et 3 . || zz: n (rc — l) x n 2 dx, 

integrari poterit haec aequatio 

C dx n (n — 1) dx 

dy -+-yyox z= o, 

Jntcgrale enim erit 


xx 


i x* n y • 

_ Arc. tang — 


nx* n ~ 


i 


(2 «— ■ l)x* n ~~ l 


zzD. 


Supra autem invenimus hanc aequationem 
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. ’ dy-±-yydx~\-Cx n d*— °» 

nd separationem reduci posse , quoties fuerit m zz yy^r , , iisdem 


• • C d d S 

ergo casibus functionem S assignare licebit, ut fiat ^ 

quod cum ad aequationes differcntiales secundi gradus pertineat , 

hic non attingemus. 

Problema 69. 

5 3 4. Definire functiones P et Q ambarum variabilium 
x et y , ut aequatio differenti alis P3x-+- Q3yzz 0 , divisa per 
Px -Qy fiat per se integrabilis. 

a • 

Solutio. * 

..... . . I ' 

• 9 > 

Cum formula — debeat esse integrabilis , statuamus 
QrPR, ut habeamus sitque d RzM $x -J-N c)y. Qua- 

re fieri oportet 




— — — JL 
x -f-R y dx° ' 


R 

x-hti >» 


. . — R — Ny IU x — R 

unde nanciscimur »5^ _ {ShhGJS 

li>? . 

y J y y * 


7) R Mc)a.' 


-ts seu N zn — — hinc fit 

y * 

quae formula cum debeat 


esse integrabilis, nccesse est sit Mi/ functio ipsius y, quii 

— ■ * y- x -~ — d . y : atque ex hac integratione prodit RzzCf):^-, seu 
quod eodnm redt, R erit functio nullius dimensionis ipsarum aret y. 
Quocirca cum ^-zzR, manifestum est huic conditioni satisfieri, si 
'P et Q fuerinlr functiones homogeneae ejusdem dimensionum numeri 
ipsarum x et y; hoc ergo modo eandem integrationem aequatiomun 
komogencarum .sumus assecuti, quam in capite superiori docuimus. 


C 0 r 0 I 1 a r i u 


m 


1. 


s | • » ^ *• * 

5-36.. -Cum igitur -eit—iotegrabile-. si fuerit , ' 


t —f~ R M 

seu R zz - (£ : - , erit etiam haec formula 
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i integrabilis, quae ita repraesentari potest 

1 

ubi littera (J) denotat functionem quamcunque quantitatis suffixae. 

. Corollarium.. 2~ 


6 3 6. Ponatur ~z=.~ et ~ — atque haec formula 

T+>*<M/1r-/fo - 3* + *^ = (/£-/& 

i + O ‘ X + X0 :(/£_/£) 

erit per se integrabilis. Quare posito R “ * 0 : (/^~ — * /^) , 
haec formula erit per se integrabilis. quaecunque functio 


sit X ipsius r, et Y ipsius t/. 


Corollarium 3. 


53 7. Quare si quaerantur functiones P et Q, ut haec ae- 
quatio Pdx -f-Q^s/zr: 0 fiat integrabilis, si dividatur per PX -+- QY, 
existente X functione quacunque ipsius x, et Y ipsius y t decet esse 



Corollarium 4. 


5 3 S . Quare si signa (£) et v{/ functiones quascunque indi- 
cent , fucritque 

*=i&& “/¥) « Q = y T *.:(/£ ~/V). 

haec aequatio P ^ x -f- Q ^ y ~ 0 integrabilis reddetur, si divida- 
tur per PX-f-QY. 

S c h o 1 i o n. 

53 9. Hinc ergo innumerabiles aequationes proferri possum, 
quas integrare licebit, etiamsi alioquin difficillime pateat, quomodo 

4 3 
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eae ad separationem variabilium reduci queant. Verum haec inve- 
stigatio proprie ad librum secundum Calculi Integralis est referen- 
da, cujus jam egregia specimina hic habentur; definivimus enim func- 
tionem R binarum variabilium x et y ex certA conditione inter 
M et N proposita scilicet Mar-f-NyiziO seu x (|^) -+- , 

hoc est ex certa diflerentialiurn conditione. 



CAPUT IV. 


DE 

INTEGRATIONE PARTICULARI AEQUATIONUM 

DIFFERENTIALIUM. 

Definitio. 

5 40. 

Jntegrale particulare aequationis differentialis est relatio variabiliora 
aequationi satisfaciens, quae nullam novam quantitatem constantem 
in se complectitur. Opponitur ergo integrali completo, quod con- 
stantem in differentiati nen contentam involvit, in quo tamen con- 
tineatur necesse est. 

Corollarium i . 

5 41. Cognito ergo integrali completo, ex eo innumerabilia 
integralia particularia exhiberi possunt, prout constanti illi arbitra- 
riae alii atque alii vaiores determinati tribuuntur. 

Corollarium 2. 

542. Proposita ergo aequatione differentiali inter variabiles 
x et i/, omnes functiones ipsius x, quae loco y substitutae aequa- 
tioni satisfaciunt, dabunt integralia particularia, nisi forte sint com- 
pleta. 

Corollarium 3. 

643, Cum omnis aequatio differentialis ad hanc formam 
d y 

revocetur, existente V functione quacunque ipsarum a? et y, 
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si ejusmodi constet relatio inter x et y, unde pro ^ et V resul- 
tent valores aequales, ea pro integrali particulari erit habenda, 

* ♦ Scholion 1» 


644. Interdum facile est integrale particulare quasi divina- 
tioiie colligere ; veluti si proposita sit haec aequatio. 

a ad y -f- y y d x zz: a ad x -f- x y d x. 

Statim liquet ei satisfieri ponendo yzzx t quae relatio cum non so- 
lum nullam novam constantem, sed. ne eam quidem a , quae in ipsa 
aequatione differentiati continetur, implicet, utique est integrale par- 
ticulare: unde nihil pro integrali completo colligere licet. Saepe 
numero quidem cognitio integralis particularis ad inventionem com- 
pleti viam patefacit , quemadmodum in hoc ipso exemplo usu venit, 
m quo si statuamus yzzx-\-z fit 

ardx + a 2 dz-{-x“dx-4-2xzdx-bz 2 dx zzi ci 2 dx-+-x 2 dx-+-xzdx , seu , 

• * . ' 

a a dz-b-xzd x z z d x zz 0, 


quae aequatio posito s 


a. a 

V * 


dv - 


x v 3 x 


quae per e 


-/ 


a a 
xd x 
a a 


— d X, 

— xx 
a a a 


abit iit hanc 


multiplicata fit integrabilis , et dat 


XX XX XX — XX 

naa f a aa A aac r a aa 

e v zz J e o x , seu v ~ e J e o x, 

quod ergo est maxime transcendens , cum tamen simplicissimum il- 
■* " * '* * 1?* 
tud particulare involvat: scilicet si constans integratione fe* ad d x 
invecta sumatur infinita, fit v zz oo et zzzO. unde yzzx. In- 
terdum autem integrale particulare parum juvat ad completum in- 
vestigandum, -veluti si habeatur haec aequatio .) 

, . , a J d V 4“ U 3 & x zza 1 d x -fa *?&**•' - . v . : : 

* » 
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cui manifesto satisfacit y zz x, posito autem y zz x -f- z prodit 
a 3 dz-\-3xxzdx-\-3xzzdx -|- z 3 d x zz 0 , 

cujus resolutio haud facilior videtur, quam illius. 

• . * 

S c h o 1 i o n 2. 

f • 

645. In his exemplis integrale particulare statim in oculos 
incurrit, dantur autem casus Quibus difficilius perspicitur; et quan? 
quam raro inde via pateat ad integrale completum perveniendi , ta- 
men saepenumero plurimum interest integrale particulare nosse, 
Cum eo nonnunquam totum negotium confici possit. Jam enim ani- 
madvertimus in omnibus problematibus, quorum solutio ad aequa? 
tionem dillerentialcm perducitur, constantem arbitrariam per integra- 
tionem invectam ex ipsis conditionibus, cuique problemati adjunctis, 
determinari, ita ut semper integrali tantum particulari sit opus; 
quare si eveniat, ut hoc ipsum integrale particulare cognosci possit, 
sine subsidio completi, solutio problematis exhiberi poterit, etiamsi 
integratio aequationis dilFerentialis non sit in potestate. Quibus et> 
go casibus sine integratione vera solutio inveniri est censenda; prop- 
terea quod proprie loquendo nulla aequatio differentialis integrari 
existimatur, nisi ejus integrale completum assignetur. Quocirca utile 
erit cos casus perpendere, quibus integrale particulare exhibere licet. 

Scholion 3.. 

5-16. Maximi autem est momenti hic animadvertisse, non 
omnes valores aequationi cuipiam differentiali satisfacientes pro ejus 
integrali particulari haberi posse. Vcluti si habeatur haec aequatio 
dy=yj ^ - x y seu | posito x~a fit tam ]/(«-*)=: 0, 
quam ~ z: o, ita ut aequatio x zz a illi differentiali satisfaciat , 
cum tamen nequaquam ejus sit integrale particulare. Integrale nam- 
que completum est y zz C — 2 ]/ (ci — x ) seu a — rv ~ * (C — y) z , 
nnde quicunque valor constanti C tribuatur , ; nunquam sequitur 
n — x zz 0. Simili modo huic aequationi 
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y —— y (x x -f-jy jy — ai) 

satisfacit haec aequatio finita x x ~\-y y m a a t quae tamen inte» 
integialia particularia admitti nequit, propterea quod in integrali 
completo y ~ z: C -f- ]/ (x x y y — a a) neutiquam continetur. 
Quare ad integrale particulare non sufficit, ut eo aequationi diffe- 
rentiati satisfiat, sed insuper hanc conditionem adjungi oportet, ut 
in integrali completo contineatur ; ex quo investigatio integralium 
particularium maxime est lubrica, nisi simul integrale completum 
innotescat; hoc autem cognito supervacuum esset methodo peculiari 
in inlegralia particularia inquirere. Tum enim potissimum juvat ad 
investigationem integralium particularium confugere, quando integrale 
completum elicere non licet. Quo igitur hinc fructum percipere 
queamus, criteria tradi conveniet, ex quibus valores, qui aequationi 
cuipiam differcntiali satisfaciunt, dijudicare liceat, utrum sint inte- 
gralia particularia, nec ne? Etiamsi scilicet omnia integialia sint 
ejusmodi valores, qui aequationi differcntiali satisfaciant, tamen non 
▼icissim omnes valohes, qui satisfaciunt, sunt integralia. Quod cum 
parum adhuc sit animadversum, operam dabo, ut hoc argumentum, 
dilucide evolvam. 


Problema 70 . 

^ • d x • 

5 47. Si in aequatione differentiali dy~-Q-, functio Q eva- 
nescat posito x~a , determinare quibus casibus haec aequatio 
3c HZ a sit integrale particulare aequationis diflerentialis propositae? 

Solutio. 


Cum sit Qm|-^, posito x ~ a fit tam Q—0 quam Z 0 , 

unde hic valor x “ a aequationi differcntiali propositae d y 
utique satisfacit, neque tamen hinc sequitur eum esse integrale. 
Hoc solum scilicet non sufficit, sed insuper requiritur, ut aequatio 


* 



* ' "N 
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j?~a in integrali completo contineatur, si quidem constanti per 

integrationem invectae certus quidam valor tribuatur. Ponamus er- 

dx 

go P esse integrale formulae ut integrale completum sit yzC-f-P; 
cui aequationi ponendo x zn a satisfieri nequit, nisi posito xzna 
fiat P ~ oo, tum enim sumta constante C pariter infinita, positio- 
ne x ZZ a quantitas y manet indeterminata, ideoque si posito x~a 
fiat P ~ oo, tum demum aequatio x nz a pro integrali particulari 
erit habenda. En ergo criterium, ex quo dignoscere licet, utrum 
▼alor x~ ~a aequationi differentiali dy — ~^ satisfaciens simul sit 
ejus integrale particulare nec ne? scilicet tum demum erit integrale, 
ai posito xnia non solum fiat QmO, sed etiam integrale P 
abeat in infinitum. Quod quo clarius exponamus, quoniam posito 
x~a fit Q~0, ponamus Q “ (a — x) n II, denotante n nume- 
rum quemcunque positivum, et cum aequatio 

^ d x d x t 

V ~~Q.~ (a — *yH 


induere queat hanc formam 
ad x (3 d x 

= 


(a-x) n ( a—x )*— 1 {a—x) 

ratio illius infiniti P pendebit a termino 


ydx , S D x 

- 4 -t- 


/ ’ a d x 
{a-x 


ad x 

y 

rdx 


R 


qui si posito 


a~a evadat infinitus, etiam integrale P ~ erit infinitum , ut- 
cunque se habeant reliqua membra. At est 



a 

C n — 1 ) (a — x) n — * 1 


r 

quae expressio fit infinita posito x~a , dummodo n — £ sit nu- 
merus positivus, vel etiam n~l. Quare dummodo exponens n 
non sit unitate minor, posito Q — (a — x}* R aequatio x~a pro 
integrali particulari erit habenda. 


\ 
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Corollarium 1. 

5 4 8. Quoties ergo posito Q zz (a — x) R R exponens n est 
unitate minor, aequationi 3*/zz— ^ non convenit integrale particula- 
re xzzza, etiamsi hoc modo aequationi difFerentiali satisfiat. 

Corollarium 2. 

5 4 9. Si exponens n est uniiate minor, formula §§• fit infi- 
nita posito xzza; unde novum critcrium adipiscimur: Scilicet pro- 

d x • • * 

posita aequatione d y zz si posito x zz a fiat quidem Q zz 0 , 
at ^ zz oo, tum valor x zz a non est integrale particulare illius 
aequationis. 

Corollarium 3. 

5 5 0. His igitur casibus exclusis, aequationis ~, ubi 

posito x~ a fit Q zz 0 , integrale particulare semper erit x —a, 
nisi eodem casu x zz. a fiat ~~'zzoo; hoc est quoties valor for- 
mulae fuerit vel finitus vel evanescat. 

<7 X 

S c h o 1 i o n i . 

5 51. Haec conclusio inversioni propositionum hypotheticarum 
innixa licet videri queat suspecta ac regulis Logicae adversa, verum 
totum ratiocinium regulis apprime est consentaneum, cum a subla- 
tione consequentis ad sublationem antecedentis concludat. Quoties 
enim posito Qrz (« — x) n R exponens /i est unitate minor, toties 
fit zz oo posito x zz a. Quare si posito x zz a non fiat 

-^|zzoo, ideoque ejus valor vel finitus vel evanescat, tum certe 
exponens n non est unitate minor, erit ergo vel major unitate >cl 

d x 

ipsi^.aqqualis, utroque autem casu integrale 1’ z /-g- posito x za 
fit infinitum , ideoque aequatio x zz a est integrale particulae. 
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Quare si in aequatione differentiali 3 y zz: posito x zzz a, fiat 

0—0, examinatur valor ^ pro casu x — ci , qui si fuerit vel fi- 
nitus vel evanescat, aequatio x~a est integrale particulare; sin 
autem is sit infinitus, ea inter integralia locum non habet, etiamsi 
aequationi differentiali satisfiat. Eadem regula quoque locum habet, 
si aequatio differcntialis fuerit hujusmodi Dz/zzz^— seu ^zz^, ac 
posito x zz: a fiat Q zz 0 , quaecunque fuerit P functio ipsarum 
x et */; quin etiam necesse non est, ut Q sit functio solius varia- 
bilis a:, sed simul alteram y utcunque implicare potest. 

S c h o 1 i o n 2. 

5 5 2. Demonstratio quidem inde est petita, quod quantitas 
Q, quae posito a?z a evanescit, factorem implicet potestatem quam- 
piam ipsius a — x , quod in functionibus algebraicis est manifestum. 
Verum in functionibus transcendentibus eadem regula locum ha- 
bet, cum potestate talibus dignitatibus acquivaleant. Veluti si sit 

d y zz i x ^ la , ubi Q zz : Ix — l a — l^ t fitque Q zz: 0 posito 
a; zz a, quaeratur zz quae formula cum non fiat infinita po- 
sito izifl, integrale particulare erit a: zz a. Quod etiam valet 
pro aequatione 9 y zzz ■ , dummodo P non fiat zz 0 posito 

x zz a. Sit enim P zz: -i-, erit integrando y~C-hl(lx — Ict) et 
/•• zzc^ c . Sumta jam constante Czzoo, fit/^-zzO, ideo- 
que x zz: «, quod ergo est integrale particulare. Simili modo si 

x_ x_ 

sit d y zz P d x : (e a — e), ubi Qzzze a — e, ideoque posito rza 

_* 

fit Q zzz 0 ; quia ~ zz J e a , hincque posito x zz a fit ~ zz -- , 

x 

erit ar zzz a etiam integrale particulare. Sumatur P zz e* ut inte- 

x 

gratio succedat, ct quia y zzz C] -f- ci l (e a — e'), hincque e a zzz 

44 
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e — f - e a , statuatur Cnzoo, erit e a — e, ideoque x: na, quod 
ergo manifesto est integrale particulare. 


Exemplum 1. 


pax 


5 53. Proposita aequatione differentiati d y ~ m qua 
S evanescat posito x zzz a, definire casus , quibus aequatio xzzza 
est ejus integrate particulare . 

Cum hic sit j/ S ” Q , erit d O zr : ergo ut integrale 
particulare sit xzzza, necesse est, ut posito xzzza fiat ~ — 


dx zdxVS 


3S 1 

quantitas finita. Hinc eodem casu quantitas fieri debet finita, 

unde cum S evanescat, etiam dx , ac proinde dx evanescere debet: 

Tum autem posito xz zz a illius fractionis valor est » 

quem ergo finitum esse oportet, vel ~ 0. Quare ut aequatio 
x ~ a sit integrale particulare aequationis propositae, hae condi- 
tiones requiruntur, primo ut posito x zzz a fiat S ~ 0. Secundo 
ut fiat |^ — 0, ac tertio ut hujus formulae valor prodeat vel 
finitus, vel — 0 , dummodo ne fiat infinite magnus. Si S sit func- 
tio rationalis, haec eo redeunt, ut S factorem habeat (a x) 2 vel 
potestatem altiorera. 


S c h o 1 i o n. 


6 54. Haec resolutio usum habet in motu corporis ad cen- 
trum virium attracti dignoscendo , num in circulo fiat. Si enim di- 
stantia corporis a centro ponatur zzz x , et vis centripeta huic di- 
stantiae conveniens ~ X, pro tempore t talis reperitur aequatio 

3 t zzz ttt- : ubi E est constans per praeceden- 

tem integrationem ingressa, cujus valor quaeritur, ut hinc aequatio- 
ni satisfaciat valor x — a, quo casu corpus in circulo revolvetur. 
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Hic ergo est S~Ea?x— - c* — 2 a x x fXd x , vel sumi potest 
S zz E — ^ — 2 a /Xdx. Non solum ergo haec quantitas, sed 
etiam ejus differentiate zz — 2 a X evanescere debet posito 

xzz za, neque tamen differentio- differentiale |^f zz; — 

in infinitum abire debet. Inde ergo constans a erit valor ipsius x, 
ex hac aequatione a x 3 X zz c* resultans, qui est radius circuli, 
in quo corpus revolvi poterit, dummodo constans E, a qua celeri- 
tas pendet, ita fuerit comparata, ut posito x zz: a fiat E zz: ~ -j~ 
2 a yX 3 x; nisi forte eodem casu expressio --- — seu sal- 

tem haec „ - fiat infinita. Hoc enim si eveniret motus in circulo 

a x 

tolleretur; ad quod ostendendum ponamus X zzz b -j- y/ ( a — x) , 
ut d ~ — — ay j a~xj i n fi n ' tum posito x zzz a , et aequatio 
a x 3 X zz c* dabit cl a 3 b zzz Tum vero ob 

3 

/Xd x zz b x — | (a — x) 2 erit 
E zz cl u b -f- 2 cl ab zz 3 a a b f 


nostraque aequatio fit 



y/ [3 cl a b x x — cl d 6 b — 2 ab x 3 -\~ ±axx(a — x ) z ] 
cui valor x zz a certe non convenit tanquam integrale. Fit enim 
S zzz a(a — x ) [ — a ab — ab x-\~ 2 bxx- \-*xx j/(a — x) ] 

3 

cujus factor cum non sit ( a — x) 2 sed tantum (a — x )% integrale 
particulare x zz a locum habere nequit. 

Exemplum 2. 

p 5 x 

5 5 5. Proposita aequatione differentiati D ?/ zzz — in qua 

S m 

*• 
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S evanescat posito x zz a , invenire casus quibus integrate parti- 
culare est x zz a. 


Cura fiat S — 0 posito x zzr a, concipere licet S Z (a-a ?) x R, 

n Xm m 

eritque denominator )/ S m zz (rt — — x) n R n , unde patet aequatio- 
nem x zz a fore intcgrale particulare aequationis propositae, si fue- 
rit — numerus positivus unitate major, seu saltem unitati aequalis, 

hoc est, si sit vel Az vel A £> quae dijudicatio si S sit 
functio algcbraica, facillime instituitur. Sin autem sit transcendens, 
ut exponens A in numeris exhiberi nequeat, uti licebit altera regu- 

m — n 

. . n , , dQ m S n d S 

la: scilicet, cum sit yS m zzO, erit zz: » cujus va- 

lor debet esse finitus vel nullus posito xzzza, siquidem integrale 
sit x zz a. Sit igitur quoque necesse est hoc casu quantitas 

gm — n ^ g n 

- — — finita. Quaeratur ergo hujus formulae valor casu xzza, 

qui si prodeat infinite magnus, aequatio x — a non erit integrale, 
sin autem sit vel finitus vel nullus, erit ea certe integrale particu- 
lare aequationis propositae. Hic duo constituendi sunt casus, prout 
fuerit vel m £> n vel m < £ n. 


I* Si m^>n> quia posito a?zz a fit S m n zzO, nisi eodem 

d S 

casu fiat j-zzoo, certe erit a?zza intcgrale. Sin autem fiat 
3 S 

^zzoo,. utrumque evenire potest, ut sit integrale et ut non sit. 

d x 

Ad quod dignoscendum ponatur zz T> ut nostra formula evadat 

gm n 

— — - — , cujus tam numerator, quam denominator evanescit posito 

x~a } ex quo ejus valor reducitur ad 

(m — n) S m ~ n “ , aS _ — (m— n) gm-n-. 0gn-H> 

7,T a “ x dT — ndx n dd S ’ 
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qui si sit vel finitus vel nullus, integrale erit x~a. Simili modo 
ulterius progredi licet distinguendo casus /n . /2 — ] — 1 ct I.. 

as» 

II. Si m<?n. formula nostra erit — — — , cuius valor 

^ 5 s» _m a x n J 

• d S • 

ut fiat finitus, necesse est ut sit ^zzO, ac praeterea, quia nume- 
rator ac denominator posito xzzza evanescit, formulae nostrae va- 
lor erit 

»as»- r a3s _ »as»- a aas 

( n — m) S» —m “ , asa^» ( [n — ;7i)S» —7 »— 'da:»’ 

quem finitum esse oportet. 

Facillime autem judicium absolvetur, ponendo statim xzza-t-w, 
cum enim posito x ~ct fiat SznO, hac substitutione quantitas S 
semper resolvi poterit in hujusmodi formam 

P u a -4- Q -f- R (i) y -4- etc. 

cujus tantum unus terminus P w a infimam potestatem ipsius co com- 
plectens spectetur; ac si fuerit vel a ~ vel a £> aequatio 
x zzz a certe erit integrale particulare. 

S c h o 1 i o n - 

55 6.. Haec ultima methodus- est tutissima, ac semper etiam 
in formulis transcendentibus optimo successu adhiberi potest. Sci- 
licet proposita aequatione , in qua posito xzzza fiat 

Q zn 0 , neque vero etiam numerator P evanescat : statuatur 

rrzzitt-f-GJ, et quantitas w spectetur ut infinite parva; ut omnes 
ejus potestates prae infima evanescant, atque quantitas Q hujusmo- 
di formam Rco x accipiet, ex qua patebit nisi exponens A unitate 
fuerit minor, aequationem x~a certe fore integrale particulare ae- 

5 a? 

quationis propositae- Veluti si habeamus t)y ~— — j ^ , cu- 

y ( H - a 
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tuor dantur integralia particularia a x~ 0, a—<x~ 0, 6 + j/zO, 
b — y zn 0. Integrale completum vero est 


= seu 

2 a X 2 '20 — y ’ 

e±5T = C (|±|)”, vel 

(a -f- :r) m (6 — y) n —Q. (a. — x) m ( b -{- y)\ 


unde illa sponte fluunt. 


Corollarium 5 . 

. -v Fdx 

5 62 . Hinc patet si fuerit 0 y ~ 7 — - — r-7— — 757 rr, 

(«4-o:) a (6+a;)^(c+x)^ 

integralia particularia fore a -t- a? “ 0 , b x — 0 f c-+-ar“0,si 
modo exponentes a, ( 3 , y etc. non fuerint unitate minores. Quare 
si O sit functio rationalis ipsius x , proposita aequatione dyz:-^-, 
omnes factores ipsius Q nihilo aequales positi, praebent integralia 
particularia. 

S c h 0 1 i 0 n 1. 


5 63 . Hoc etiam pro factoribus imaginariis valet, etiamsi in- 
de parum lucri nanciscamur. Si enim proposita sit aequatio 
d y ~ - °^ xx , ex denominatore aa-J-xx oriuntur integralia par- 
ticularia x zzz a y/ — i et xzn — a y/ — 1 , quae ex integrali 
completo, quod est y “ C Ang. tang. ~ minus sequi videntur. 

Verum posito x “ a y/ — 1 notandum est, esse Ang. tang. y/-i 
ZZl 00 y/ — 1 , unde si constanti C similis forma signo contrario 
affecta tribuatur, altera quantitas y manet indeterminata, etiamsi po- 
natur x m a y/ — 1, quae positio propterea pro integrali particu- 
lari est habenda. Est enim in genere 


Ang. tang. « / - 1 = —7 - 1 
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tmk posito 1 vel uzzz — 1, prodit ooj/ — I, quod infc- 

Hitum in causa est, ut integralia assignata locum habeant. Quq- 

tnrca in genere affirmare licet, si fuerit d j/nz , dcnominatorqoe 
Q faetorem habeat (a-f-x)\ cujus exponens X unitate non sit mi- 
nor, semper aequationem rtt-f-xznO fore integrale particulare. Sin 
autem X sit unitate minor etsi positivus, non erit ct-l-xzzz 0 inte- 
grale particulare, etiamsi posito x~— a aequationi differentia!» 
satisfaciat. 


S e h o 1 i o n 2. 

5 6 4. Insigne hoc est paradoxon a nemine adhuc, quantum 

mihi quidem constat, observatura, quod aequationi differentiati ejus- 
modi valor satisfacere queat, qui tamen ejus non sit integrale; at- 
que adeo vix patet, quomodo haec cura solita iutegraiium idea con- 

ciliari possint. Quoties enim proposita aequatione differenti a Ii ejus- 
modi relationem variabilium exhibere licet, quae ibi substituta satis- 
faciat, seu aequationem idcnticam producat, vix cuiquam in mentem 
venit dubitare, an illa relatio pro integrali saltem particulari sit ha- 
benda, cum tamen hinc proclive sit in errorem delabi. Yeluti etiam- 
si huic aequationi dy^^aa — xx — yij)~xdx-\-y()y satisfaciat 
haec aequatio finita xx-\~y y~ aa, tamen enormem errorem com- 
mitteremus, si eam pro integrali particulari habere vellemus, prop- 
terca quod ea in integrali completo yzz.C — }/(aa — xx — yy ) 
neutiquam continetur. Quamobrcm etsi omne integrale aequationi 
differentiali satisfacere debet, tamen non vicissim concludere licet, 
omnem aequationem finitam, quae satisfaciat, ejus esse integrale; 
▼erum praeterea requiritur, ut ea certa quadam proprietate sit prae- 
dita, cujusmodi hic exposuimus, et qua demum efficitur, ut in in- 
tegrali completo contineatur. Hoc autem minime adversatur verae 
kitegralium notioni, quam hic stabilivimus, neque hujusmodi dubium 
nnquam in integralia per certas regulas inventa cadere potest; sed 
tantum in ejusmodi integralibus, quae divinando quasi sumus asse- 

46 
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cuti , . focum habet. Saepe numero autem quando integratio net 
tuccedit, divinationi plurimum tribui solet, tum igitur maxime af* 
▼endum est, nc relationem quampiam satisfacientem . temere pro in* 
tegrali particulari proferamus. Quod cum jam in aequationibus se* 
P* ratis simus ass< cuti, quomodo n omnibus aequationibus differentia- 
libus hujusmodi errores vitari oporteat, sedulo investigemus. 

, t ' 

Problema 72 . 

5 6 5. Si quaepiam relatio inter binas variabiles satisfaciat ae- 
quationi diflerentiaii, definire utrum ea sit integrale particulare, nec ne? 

* 

Solutio. 

Sit P d x zz Q d y aequatio differentialis proposita , ubi P et 
Q sint functiones quaceunque ipsarum a? et y, cui satisfaciat re- 
latio quaepiam inter x et y, ex qua fiat y zz X, functioni scilicet 
cuidam ipsius x , ita ut si loco y ubique scribatur X, revera pro- 
deat P d x — Q d y seu -J J zz Quaeritur ergo utrum hic va- 
lor y zz X pro inlegrali aequationis propositae haberi possit nec 
ne? Ad hoc dijudicandum ponatur yzX-t- oi, fietque ^ 

ubi notetur si esset a* zz 0 , fore d x zz Quare ob <a expres- 
sio -q hac substitutione reducetur ad una cum quantitate ita per 

(U affecta, ut evanescat posito oj zz 0. In hoc negotio sufficit oi 

ut particulam infinite parvam spectasse, cujus ergo potestates altio- 
res prae infima negligere liceat. Ponamus igitur hinc fieri q — ^ 

d ai 

-+- S o) X , habebiturque f- w - zz S &) X scu— zz S d x. Ex superiori- 

a x . 

bus jam perspicuum est , tum demum fore y zz X integrale parti* 
culare , seu co zz 0 , cum exponens X fuerit unitate aequalis vel ma- 
jor: similis enim hic est ratio ac supra,' qua requiritur, ut integra- 
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% 

b./S 

autem non evenit, nisi X sit unitati aequalis, vel i. Quodsi er- 

3 V P 

go aequationi P 3 x zz O 3 y seu — zn ^ satisfaciat valor y — X, 
statuatur yzzX-t-oj, spectata particula 0 ) infinite parva, et inve- 
stigetur hinc forma 0) x , ex qua nisi sit X <£ t con- 

cludetur, illum valorem t/zX esse intcgralc particulare aequatio- 
nis propositae. 


d* 


f3 o» 


fiat infinitum casu proposito, quo ct) ZZ 0, hoc 


S c h o 1 i o n. 

5 6 6. Cum c o tractetur ut quantitas infinite parva, valor ip- 
sius ^ posito y zz X -{- c«j per difierentiationem commodissime in- 
veniri posse videtur. Cum enim sit functio ipsarum x et y+ 
statuamus 

d . £ — M 3 x -f- N 3 y, 

et quia posito ?/zX, fractio abit in y- per hypothesin, ai 

loco y scribatur X-f-w, ea in transibit, unde ob ex- 

ponentem ipsius ui unitatem sequeretur, aequationem y zz X sem- 
per esse integrale particulare, quod tamen secus evenire potest. 
Ex quo patet difTerentiationem loco substitutionis adhiberi non pos- 
se; quod quo clarius ostendatur, ponamus esse -~z }/(«/ — X) -+-^ , 
unde posito y zz X -j- w manifesto oritur ~ rz -f- |/ ca. At dif- 
ferentiatione utentes ponendo 

3.^z;M^ + N9t/, 

flet N zz a'/ ~ ( j r ~ Z Tx) » hinc< l uc £ = 3 * -4- N O) , quae expressio ab 
illa discrepat. Illa scilicet aequationem y zz X ex integralium nu- 
mero removet, haec vero admittere videtur. Verum et hic noian- 
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dum est quantitatem N ipsam potestatem ipsius (j neg&tire involve- 
re, unde potestas oj deprimatur. Quare ne hanc rationem specta- 
re opus sit, semper praestat vera substitutione uti, diflerentiatione 
seposita, iloc observato haud difficile erit omnes valores, qui ae- 
quationi cuipiam difterentiali satisfaciunt, dijudicare, utrum sint vera 
integralia nec ne ? 

Exemplum 1. 

6 6 7. Cum huic aequationi 

d ^ ( 1 — y m f — d y ( i — a? 1 *)*, 
manifesto satisfaciat y zz x , utrum sit ejus integrate particulare 
nec ne? definire. 

Ponatur y—x-+-t& % et spectato u ut quantitate minima, est 
y* “ x m -f- m x n 1 oi , et 

(1 — y m ) n zz (1 — x m — m x m * (ii)* 

ZL ( 1 — x m ) % — m n x m * w (i — * , 

3« (i — «"«)» 

ttnde aequatio - — zz abit in 

dx (1 — x n ) n 

5 <i> m n x m 1 ai 

1 — zz i 

dx i — x m ’ 

d (o m n x m * d x 

seu — — ; ubi cum co habeat dimensionem in- 

(l) 1 — x m 

m 

tegram, aequatio y zr x certe est integrale particulare aequationis 
differentiatis propositae. 

Exemplum 3. 

568* Cum huic aequationi 

ady — ad x ~ d * f (y y — x *)* 
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satisfaciat vahr yzzzx f investigare , utrum is fit ejus integrate 
particulrure nec ne? . 

Ponatur y zzz. x -f- oj et sumta w quantitate infinite parva 
eum sit y (y y — x .r) |/ 2 x a , erit a d x 2 x u seu 

x y 2 x. Quoniam igitur hic 3 ca dividitur per potesta- 
tem ipsius w, cujus exponens est unitate minor, sequitur valorem 
y nz x non esse integrale particulare aequationis propositae , etiam- 
si ei satisfaciat. Scilicet si ejus integrale completum exhibere lice- 
ret, pateret, quomodocunque constans arbitraria per integrationem 
ingressa definiretur, in ea aequationem yzzzx non contentum iri. 

S c h o I i o n. 

669. Hinc nova ratio intelligitur, cur dijudicatio integralis 
ab exponente ipsius w pendeat. Cum enim in exemplo proposito 
facto prodeat ZZ d x j/ 2 x t erit integrando 2d]/o> 

zzz C | x y 2 x. Verum per hypothesin o> est quantitas infinite 

parva, hinc autem utcunque definiatur constans C, quantitas u ob- 
tinet valorem finitum, qui adeo quantumvis magnus evadere potest, 
quod cura hypothesi adversetur, necessario sequitur aequationem 
y zzz x integrale esse non posse; hocqne semper evenire debere, 
quoties dw prodit divisum per potestatem ipsius oj, cujus exponens 
imitate est minor. Contra vero patet, si facta substitutione expo- 
sita prodeat — R d or, ut posito /R c)xz/3 fiat /<uz:/C-+-/Sj 
seu b) = C S , sumta constante C evanescente utique ipsam quan- 

titatem u evanescere, quod idem evenit si prodeat — ^“Rdx, exi- 

stente A I. Erit enim - — r z: C — S seu (A-i)w x * 

(A — l)w x — 1 

zzz » unde sumto Czzzoo, quantitas co revera fit evanescent , 
ut hypothesis exigit. 
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Caeternm aequatio hujus exempli, posito x~pp—qq fcf 
yzzpp-^-qq y ab irrationalitate liberatur , fitque Aaqdq— 
4pq(pdp-qdq), sive adq-ppdp-pqd q , quae nullo modo tracta- 
• ri posse videtur; neque ergo ejus integrale completum exhiberi po- 
test. Cui aequationi cum non amplius satisfacit x~y scu < 7 — 0 ,. 
hinc quoque concludendum est, valorem y~x non esse integrale 
particulare. 


Exemplum 3. 

5 70 . Cum huic aequationi 

a ad y — aad x x (yy — xx) t 


satisfaciat valor yzzzx, investigare , utrum is sit ejus integrale 
particulare nec ne? 


Ponatur yznx- 4 -w spectata w ut quantitate infinite parva, et 
ob yy — xx"2xu aequatio nostra hanc induet formam a ad a 1 
zzz2xtodx, seu ™^—~2xdx. Quia igitur hic dividitur per 
potestatem primam ipsius 0 ) , aequatio f/m# utique erit integrale 
particulare aequationis propositae, atque adeo etiam in inlcgrali 

completo continetur. IIoc enim invenitur ponendo y zzz x — 
quo fit 


a*du -v / a a anx\ _ *v_ , nxiu -s 

uii — — c/ \uu v 1 aa v 


1 ux du 


xx 

Multiplicetur per e aa , et integrale prodit 

XX XJC 

r e aa u— C -+-fe aa d hineque 

XX XX 

it. . ' * yzz x *— aae aa : (C -f- f e aa d x). 

Qucdsi ergo constans C capiatur infinita, fit y ZZZ x. 
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67 i. v Si in h&c aequatione ut supra ponatur x z^Z p p — qq 
ei yzzzpp-\-qq, oritur aa^q—ppqCpdp — q 3 7 ), cui satis- 

w 

facit q ~ 0 , unde casus yzzix nascitur. At facta hac transforma- 
tione difficulter patet, quomodo ejus integrale inveniri oporteat. Si 
quidem superiorem reductionem perpendamus, intclligemns hanc ae- 
quationem integrabilcm reddi si multiplicetur per e(?P~ ‘H) J:oa :q 3 t 
quod cum per se haud facile pateat , consultum erit hac substitu- 
tione uti pp — qqzzirr , qua fit pp—qq-i-rr et pdp — qdq—rdr, 
unde aequatio abit in aa^q — qr dr(qq *-rr)> seu rdr-+* 

, q uac posito ~ s facile integratur. Quoties ergo licet ejus- 
modi relationem inter variabiles colligere, quae aequationi difleren- 
tiali satisfaciat, hoc modo judicari poterit, utrum ca relatio pro in-* 
tcgrali particulari sit habenda nec ne? Pro inventione autem hu- 
jusmodi integralium particularium regulae vix tradi possunt; quae 
enim habentur regulae, aeque ad integrulia completa invenienda pa- 
tent. Ita quae supra circa aequationes separatas observavimus, ol> 
id ipsum quod sunt separatae, via simul ad integrale completum 
est patefacta. Simili modo si altera methodus per factores succe- 
dat, plerumque ex ipsis factoribus, quibus aequatio integrabilis red- 
ditur, integraiia particularia concludi possunt; quaemadmodum in se- 
quentibus propositionibus declarabimus. 

• •• 

Theorema. 

572. Si aequatio differentialis P3ar -f-Qdy~ 0 perfunctio- 
nens M multiplicata reddatur integrabilis, integrale particulare erit 
MznO, nisi eodem casu P rei Q abeat in infinitum. 

* Demonstratio. 

« 1 i 

4 

Ponamus u esse factorem ipsius M, et ostendendum est ae- 
quationem 4 = 0 esse integrale particulare aequationis propositae. 
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Cnm at aequetur certae functioni ipsarum x et y, definiatur mdfc 
altera variabilis y, ut aequatio prodeat inter binas rariabiles xetir, 
quae sit R dx-\- Sdu zz: 0 , unde posito multiplicatore MzuNa, in- 
tegrabitis erit haec forma 

NRud:r--4-NSudK — 0. 

Quodsi jam neque R neque S per u dividatur, quo casu posito 
u zz: 0 neque P neque Q abit in infinitum , integrale utique per u 
erit divisibile. Nam sive id colligatur ex termino NRud.r spec- 
tata u ut constante, sive ex termino spectata x constante, 

integrale prodit factorem u implicans, si quidem in integratione con- 
stans omittatur Unde concludimus integrale completum hujusmodi 
formam esse habiturum \~u C. Quare si haec constans C nihilo 
aequalis capiatur, integrale particulare erit u~ 0, iis scilicet casi- 
bus exceptis, quibus functiones R et, S jam ipsae per u essent di- 
visae, ideoque ratiocinium nostrum vim suam amitteret. His ergo 
casibus exclusis, quoties aequatio Pdx-f-Qdyzz: 0 per functionem 
M multiplicata fit per se integrabitis, eaque functio M factorem ha- 
beat u, integrale particulare erit uz^O, quod similiter de singulis 
factoribus functionis M valet. 

\ 

S c h o 1 i o n. 

6 73. Limitatio adjecta absolute est necessaria, cum ea ne- 
glecta universum ratiocinium claudicet. Quod quo facilius intelliga- 
tur, consideremus hanc aequationem 

: -h d y — d x — 0 , 

» 

quae per y — x multiplicata manifesto fit integrabilis: ponamus er- 
go hunc multiplicatorem y — xzzzu, seu y ~ x -f- u , unde no- 
stra aequalio erit -J- 3 u zz: 0 , quae per u multiplicata, abit 
ina 3 x-+-.udu~ 0 : ubi cum pars a £ x non per u sit multi- 
plicata, neutiquam concludere licet integrale per u fore divisibile, 
quippe quod est a x u. Hinc patet, si modo pars dar per 


Digitized by Google 


CAPUT IV. 


361 


u esset multiplicata, etiamsi altera pars du factore u careret, ta- 
men intcgrale per u divisibile fore, veluti evenit in udx-+-xdu t 
cujus intcgrale xu utique factorem habet u. Ex quo intelligitur,. 
•i formula Ptt9x-f-Qdu fuerit per se integrabilis, dummodo Q 
non dividatur per u vel per potestatem ejus prima altiorem, etiam 
integrale, omissa scilicet constante, fore per u divisibile. 

Theorema. 

5 74. Si aequatio difFerentialis P3ar-4-Q3y~ 0 per functio- 
nem M divisa evadat per se integrabilis, intcgrale particulare erit 

* 

M-0, nisi posito M“0 vel P vel Q evanescat. 

Demonstratio. 

Habeat divisor M factorem «, ut sit MnzNu, et osten- 
di oportet , intcgrale particulare futurum u zzz 0 , id quod de 

singulis factoribus divisoris M , si quidem plures habeat , est te- 
nendum. Cum igitur u sit functio ipsarum x et y , definia- 
tur inde altera y per x ' et u , ut prodeat hujusmodi aequatio 

R<) .r -f- S d u nz 0 , quae ergo per N« divisa per se erit integrabi- 

lis. Quaeri igitur oportet integrale formulae 1 — j^-, ubi as- 

sumimus neque R neque S per u multiplicari , neque hoc modo 
factorem u ex denominatore tolli. Quod si jam hoc integrale ex 

solo membro colligatur, spectando u ut constantem, prodit 

id -f- C P:u; sin autem ex altero membro -j— sumta x con- 

stante colligatur, quia S non factorem habet u, id semper ita erit 
comparatum, ut posito u~ 0, fiat infinitum. Ex quo integrale, 
quod sit V, ita erit comparatum, ut fiat ~oo posito m“ 0, qua- 
re cum intcgrale completum futurum sit V — C, huic aequationi, 
sumta constante C infinita, satisfit ponendo u — 0. Concludimus 
itaque, si divisor M~Nu reddat aequationem difTcrentialcm Pda? 

Q d y ZZ: 0 per sc intcgrabilera , ex quolibet divisoris M facto- 

46 
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re u obtineri integralc particulare «“0, nisi forte posito uzzz 0, 
quantitates P et Q, vel R et S evanescant- 


5 75. Si aequatio P d>.r -j- Q d t/ m 0 fuerit homogenea, ea ut 
supra (§. 47 7.) vidimus integrabilis redditur, si dividatur per Par-h-Oy, 
quare integrale ejus particulare erit P x -t- Q y — 0. Quae aequatio 
cum etiam sit homogenea, factores habebit formae ax (3*/, quo- 
rum quisque nihilo aequatus dabit integrale particulare- 


5T6. Pro hac aequatione 

y d x (c -f- n x') — d y (y -4- a -f- b x n x x') ~ 0 

divisorem, quo integrabilis redditur,, supra §. 48 8. exhibuimus, un- 
de integrale particulare concluditur y zz : 0 , tum vero 

n V V ~b ( 2 n a — b c)y — 2 c) x y 

-f - (n a-\- c c — b c) (a-f6x + na;a;)~0, 

cujus radices sunt 

ny zzz\ b c — n a -f- n (c — | b) x hh (c -t- ?i x) j/ (J b b — na). 


5 77- Pro hac aequatione differentiali 

+ - y) a y - o 

divisorem, quo integrabilis redditur, supra §. 48 9. dedimus, unde 
integrale particulare concludimus 

x — -f xa;)(i -f- y y) zz: 0 , seu 

yy — 2xy-\ x xzzZnn~\-nnx x -\-nny y -\-nnx xyy t , 


Corollarium i 


Corollarium 2, 


Corollarium 3.- 


ex quo porro fit y. zzz 


x±n (t xx)Y (t — n n) 
i — 'n n(i -+-* ' 
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' Corollarium 4 . 

5 78. Pro hac aequatione differentiati 
dy + J/J/d* — ~pr — 0 

multiplicatorem supra» §. 491. invenimus r_ a > un ^ e * nte " 

grale particulare concludimus x x (l — x y) 2 — a:n:0 , hincque 
x (l — xy) ~^hy/a f seu t/zz* + , ita ut bina habeamus inte- 

gralia particularia, quae autem imaginaria evadunt, si a fuerit quan- 
titas negativa. 

S c h o 1 i o n. 

5 79. Haec fere sunt omnia, quae circa tractationem aequa- 
tionum differcntialium adhuc sunt explorata, nonnulla tamen subsidia 
evolutio aequationum differcntialium secundi gradus infra suppedita- 
bit. Huc autem commode referri possunt, quae circa comparatio- 
nem certarum formularum transcendentium haud ita pridem sunt in- 
vestigata. Quemadmodum enim logarithmi et arcus circulares, etsi 
sunt quantitates transcendentes, inter se comparari atque adeo ae- 
que ac quantitates algebraicae in calculo tractari possunt, ita simi- 
lem comparationem inter certas quantitates transcendentes altioris 
generis instituere licet, quae scilicet continentur in formula hac 

9 x 

/(A-hbx-i-Cx a -l-Dx J H-£* 4 ) ’ 

ubi etiam numerator rationalis veluti 3(-{-23x-f-(Ta; 2 -f- etc. ad- 
di potest Quod argumentum cum sit maxime arduum , atque adeo 
vires Anatyseos superare videatur, nisi certa ratione expediatur, in 
Analysin inde haud spernenda incrementa redundant; imprimis autem 
resolutio aequationum difTerentialium non mediocriter perfici Yidetur. 
Cum enim proposita fuerit hujusmodi aequatio 

dx 9 y 

V (A -4- n x Cx a -H l>x J -f-Ex*) y (A -f- iiy-\-C y* -H D y 1 » 

statim quidem patet ejus integrale particulare x~y, verum inte- 

grale completum maxime transcendens fore videtur, cura utraque 

** 
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formula per se neque ad logarithmos , nequo ad arcus circulares 
reduci queat. .Quare eo magis erit mirandum, quod integrale com- 
pletum per aequationem adeo algebraicam inter x et y exhiberi 
possit. Quo autem methodus ad haec sublimia ducens clarius per- 
spiciatur, eam primo ad quantitates transcendentes notas, hac for- 
mula J y C x x) contentas applicemus, deinceps ejus usum, 
in formulis illis magis complexis ostensuri. 


r 
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CAPUT V. 


DE 

COMPARATIONE QUANTITATUM TRANSCEN- 
DENTIUM IN FORMA 

CONTENTARUM. 

I 

Fr o b 1 e m a 73.. 

6 8 0 .. 

Proposita inter x et y hac aequatione algebraica 

OL - h 2 (3 (v -+- y) 4- v {xx 4-yy) 4- 2 $xyz =:0 

invenire- formulas integrales formae praescriptae, quae inter se com- 
parari queant.. 

Soluti o. 

Differentictur aequatio proposita,, et ex ejus diffcrentiali 
2 pdx4“2pd*/-f- 2 y xdx-{-2yydy-\-2 dxdy + 2$ydx - 0 
colligetur haec aequatio 

d x ((3 4- y x 4- 5 y) 4- d y (£ 4 - y y 4- 5x) — 0 . 

Statuatur p4~y a;4-5y ~ p et P4~y S/4-5^— 7» atque ex pri- 
ori erit 

pp”PP4-2(3yx4~2p$t/4-Y yxx-\-2y$xy-\-<)Ztjy y 
a, qua subtrahatur aequatio proposita per y multiplicata 

0 — cty4- 2 fiy x-\-2yfiy-\-yy xx-\-yy yy y$ x y v 


306 


C A P U T y. 


.fietquc 

pp~[ 3j3 — ay-f-2j3(5 — y )*/-i-(55 — yy )*/*/• 

Similique modo repcrietur 

q q ~ [3 (3 — a.y~h2f3(d — y)#-4-(55 — yy):r:r, 

unde erit pdx-+-qdyz^O. Cum jam sit p functio ipsius y, et q 
similis functio ipsius x t ponatur 

j3(3 -—ay ~A, |3(5 — y)~B, et 55 — yy~C; 


unde colligitur 

5 — y — j et 5-t-y — * 

hincque 

T BB-t-PPC ppc — BB. 

d aBp et y TFp * 

prima vero dat 

PP — a aBp(PP-A) 

a — y — ppc — bb * 

Quibus vftloribus pro a, y, 5 assumtis, aequatio 0 abit 

9 P 

ip hanc 


dx 


dy 


V (A a B * — H C*l) ! V (A -+- a Ii y -f“ C yy) 

cui ergo aequationi difFerentiali satisfacit aequatio 
aBpCPP — A) , 0 n . PP C— BB 

aBp 

BB - 4 -PPC 


= o ? 


BPCPP— A) . „ „ . .. N 

"PpC— BB h 2 p ( x + y) 


B p 




quae cum contineat constantem noram (3, erit adeo integrale com- 
pletum aequationis differentialis inventae. 


Neque vero opus est, ut formulae illae ipsis litteris A, B, C 
aequentur, sed sufficit ut ipsis sint proportionales, unde fit 
pp — ay A . i-+-7 c 

P(*— y) — a' Ct P — b* 


Ergo 


5 

a 


pc 

B 

•PP 

y 


V et “ — jT — ^ (S — v) • »eu 

p p A C - a P A 
7 B B “T B * 
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dy 


Y (A. 4 - a By 4 - Cy y) 




Quare aequationis differentialis 

£* i 

Y (A -J— 3 Bj + Cx*) 

integrale completum est 

|3|3(CB — AC)-+-2j3<yAB-t-2f3yBB(a:-t-f/) -f-yqjBB (xx-\-ytf) 
-+-2yB(j3C — yB) xyzuQ t 
ubi ratio constantem arbitrariam exhibet. 


Corollarium 1. 

5 81. Ex aequatione proposita radicem extrahendo fit 

— ft — $ x-f-y^pp-f-apfrx-f-fffrxx — «7 — aftV* — 77»«) 

y y > 

aeu loco a et 5 substitutis valoribus, 

y =■ - f - (I ~^^ + Y <*: ± 2 B * c **v 

Corollarium 2. 

6 82. Si ergo xirzO, fit 

P . ./PPAC— ap7AB 

y — ~~y V yyBU » 

ponatur hic valor —a, ut sit 

v Ba-(-f3B — /(P|3AC — 2(3 yAB), 
unde sumtis quadratis oritur 

yyBBaa + 2 f3yBBa-h(3(3BB~{3|3AC — 2(3y AB, 
hincque 


7 — A — Ba-H/A ( A-l-i Ba-f-Caa) 

p Bad 5 

P_ BfA-f-Ba-f-y' A(A-f-a Bg- 4 -Caa) 

y, AC — JiB 


seu- 


Scholion i.- 

3 8 3. Ut aequatio assumta 

a-4» 2 (3(x~hy)~t-Y(xx-h!/y) + 2dxt/zzo 
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satisfaciat aequationi differentiali 

dx . dy . 

V (A-f-aBx-f-Cxx) • ' V (A-f-aB y-hCyy) • 

recesse est ut sit 

P(3 — ay ^;mA, p(5 — V)“mB et 55 — yyzzzmC, 
unde fit 

P-+-yy+-()x~}/m (A + 2Bx-4-C.tx) et 
P -h y x -t - Zy zz: ■/ m ( A 2 B y •+• C y y). 


At ex datis A, B, C, litterarum a, p, y, 5 et m tres tan* 
tum definiuntur; quare cum binae maneant indeterminatae, aequatio 
assumta, etiamsi per quemvis coefficientium dividatur, unam tamen 
constantem continet novam, ex quo ea pro integrali completo erit 
habenda. Quare etsi aequationis differentialis neutra pars integra* 
tionem algebraice admittit, tamen integrale completum algcbraice 
exhiberi potest. Loco constantis arbitrariae is valor ipsius y in- 
troduci potest, quem recipit posito x~0: cum autem evenire pos- 
sit, ut hic valor fiat imaginarius, conveniet istam constantem ita 
definiri, ut posito xzzia fiat y~b, quo pacto ad omnes casus ap- 
plicatio fieri poterit. Hinc erit 

P b-*-$a ) A -4->B«-t-Ca a 

P — y o — 1 ~ 6 b " ’ A — f- a li 0 — f— » 


unde colligitur 


(YM-Ja) Y ( A.-+-3 HM-CM) 
— ■/ (AH- 2 |ia-|-Caa)-(->/( 


et 


seu 


]/ m (A+ 2 Ba 4 *Caa)zz 


— y )(b — a)Y ( \-f-aBfl-f-C<ta) 
^(A-f-iBft-f-CfeA ) — Y (A-f->Ba-f-Ca*) 


/ 



— 7) (&— a) i 

y — >^( A— f— aBa— f-Caa)'* 


Ponatur brevitatis gratia 

|/(A + 2Bfl + Caa)z5( ct )/(A-+. 2 B 64 -.Ci 6 )=<S, 

ut sit 




et 



("V a -f- & b) — a ) 


I 


i 

i 
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ct aequatio {3(5 — y)~m B induet hanr formam 
21 (y a 56) ~ % (V b 5 a) - 
unde fit 


V 21 23 vA~VB(fl + i)- yC(aa-.ab+bb) 
-+-52123— *5A — JB(a + 4) - 5 C a 6 


Statuatur ergo 

Y = « 21 23 — «A — h B (« -*- £) — nC ab 
5 Z n A + n li (d -+- i) n C (a a — a b -+- b b) — n 2123 
/ w = ! L ( i zr - a ) = n(b -«)(»_ 21) 

a) 2 , ergo 5 - V = ~ 55 » 

unde cura sit 5-+-^ iznC(6 — <j) 2 , erit utique 55-^.y V — “mC. 
Superest ut fiat a y — j3 {3 — m A, hoc est 


ay~nnBB(i — a)* — n n k (b — a) 2 (23 — 21)* «eu 
cty — nn(b — a) 2 [B B {b — a) 3 — A (23 — 21) 2 ]. 

^el cura posito xz zzz a fiat y ~ h i erit quoque 

a — — 2 {3(«-f-^) — y (aa-\-bb) — 2$ ab, 

hincque 

a=z n(a — b) 2 [A — B (rt-f-6) — Ca6 — 2123]; 

«ude aequatio nostra assumta est 

(6 — . a) 2 [ A — B (a -f- b) — C a b — 21 23] -f- 2 B (b - a) 2 (i+ y) 
[A B (a -f- 6) -f- C a b — 21 23] (ara; -4- yy) 

-f-2 [A -f-B (a-{-6) -J-C (aa — ab -f-66)~2l23]ary= 3. 


«6 c h o 1 i o n 2. 

6&4. Si ponatur flzzo, ut aequatio «it 

41 
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erit 


■ y (x x - 4 - y y\ -f- 2 5 x y zz: 0 , 

+ * *v * — V 7 ) x xj 

. u ' y 

Posito ergo — ay — mA et 5 5 — y y zz: mC, ut sit 

y V *4~ 5 x izz y m (A -f-Ciz), erit 

dx i dy « 

V ^A -f— c x x) * Y (a c y y) 

cujus aequationis 


r ' r{A-+-vyy) • 

cujus aequationis integrale completum erit ipsa aequat’o assumta , 
pro qua habebitur ? — ~ a ‘y,— * > seu J ~ |/(y y - !l?). Sin 
autem, posito x ~ 0 fieri debeat y zzi b 

Y m A • 

y 


■ - ; tum a — — 6/mA et 5 

bebitur ergo hacc aequatio 
y Y m A | * Y 


/(y y 

, ob y b ~ |/ 

/r* 


m A , erit 

i b ~H m C)* 


quae praebet 


Y m (A -4- C x x ) , 


quae est integrale completum aequationis illius diflcrentialis. Quare 
si x capiatur negative, hujus aequationis differentiatis 

d y 

• ^(a t CiiJ 'g (a — f- C yj * 

integrale completum est 

I/ — ^ > 7 — X. K — . 

Quodsi simili modo calculus in genere tractetur, aequationis diffe- 
rentiatis 

£>* i -±y 

( A -t- a ^ x -f- C xx) " > (A-t-siiy+Cyy) ® * 

si brevitatis gratia ponatur }/(&-+- 2 B b -y C b b)-*?*, erit inte- * 
grale completum 

__ B b b , t * / 

— Y A-& ~^ b K(A -f- 2 B a: -f- Car a:); 
unde casus praecedens manifesto sequitur, si ponatur B ~ 0. 

* 
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Verum ope levis substitutionis hae formulae, ubi adest B, ad illum 
casum ubi B ~ 0 reduci possunt. 

♦ 

Problema 74. 


585. Si n :z significet eam functionem ipsius z , quae ori- 
tur ex integratione formulae f integralc hoc ita sumto, 

ut evanescat posito s “ 0 , cotnpai ationem inter hujusmodi functio- 
nes instituere. 

Solutio. 


Consideretur haec aequatio dificrcnlialis 

d x z v 


V(A + Cii) V (A -t-Ujj) 
unde cum sit per hy-pothesin 

/■ ** 


V(A-t-Cxx) et 

utroque intcgrali ita sumto, ut evanescat illud posito x ZZZ 0 , hoe 
▼ero posito j/zz 0, integralc completum erit 

n : y — n : x ~f- C. 

Ante autem vidimus, hoc integralc esse 

y — x v — A - -+-*> v — z — , 

ubi posito x — 0 fit y~b , quare eum II:0z;0, erit 
II : y “ II : -j- n : 6 ; 

cui ergo aequationi transcendentali sa^sfacit haec algebraica 
y — xy ±± a c J* -|- b y £±£**. 

Simili modo sumto b negative, haec aequatio 
n : y ~ II : x — II : b 

convenit cum hac 

y=.x,/ Arte*» _ i ,/ A.-H5»», 

cicque tam summa, quam diflei entia duarum hujusmodi functionum 


dy 


= n :y, 


s 
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per similem functionem exprimi potest. Hic jam nuito habito dis- 
crimine inter quantitates variabiles et constantes, dum II: z functio- 
nem determinatam ipsius z significat, scilicet 

TT • z f — 

quae ut assumsimus evanescat posito zn 0 , ut hoc signandi modo 
recepto sit 

debet esse 

ut vero sit 

n:r”II:^ — II:^, 
debet esse 

rz -pW^±.pl 

utrinque autem sublata irrationalitate prodit inter p, q, r haec ae- 
quatio 

— 2 ppqq—2pprr — 2 qqrr — 4 c PPM. rr L ^ 

cujus forma hanc suppeditat proprietatem, ut si p, q , r sint latera 
cujusdam trianguli, eique circumscribatur circulus, cujus diameter 
Yocetur ~T, semper sit A-t-CTTirO. Illa autem aequatio ob 
plurcs quas complectitur radices, satisfacit huic relationi 

n^in^^nir-o. 

Corollarium* 1. 

6 86. Hinc statim deducitur nota arcuum circularium compa- 
ratio, ponendo A~ t et Cz: — 1. ' Tura enim fit .■*. 

U:z= f = Ang. sin. z, 

hineque ut sit 


X 
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Ang. sin. r zn Ang. sin. p ■+- Ang. sin. q t 
eportet esse 

r~ p>/< 1 — PPh 

ct ut sit 

Ang. sin. r ~ Ang. sin p — Ang. sin. q, 
debet esse 

v 

r-pY^i—qq^—qV (i —pp), 

«(i constat. 

Corollarium 2 . 

38 7 . Si sit Aizrl et C~l, erit 

H '■ z = f 7i$hz>- 1 & + V v -*-**». . 

unde ut sit 

/[r-+-/(l -hrO]-l\p + Y (t -f-p/OI-t-ify-t-y' (1 -+-qqyi, 
erit 

-+-^7>-h<7|/(1 -*-pp)\ 

ut autem sit 

*[**-*-/< 1 -Hrr)]-/[p-4-/ (i -i-pp)] — •+qq')) p 

erit 

r rr/7 1/( f -h 7 7) — q /< t -t-pp) , 
uti ex indole Iogarithmorum sponte liquet. 

Corollarium 3 . 

t 

6 8 8. Si ponamus in priori formula generali q~p , ut sit 
H:r— 2 U:p, erit 

r—2p j/ • ■ 

Hinc porro si fiat . • 

9 = erit 

II : r II : p -}- 2 II :/? m 3 n ;/>, 
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rurato 

r = p Y A -=^ C --’ -\-qV 
Est rero 

y/ ±±£±3 z / t t + ^ ( i -h ^)]r t 

unde ut sit 

II : r “ 3 II : p fit 

r — ^(1 -t--/ P ) + 2^(i + <; f-?) = 3/ ) 


l£f’ 

A * 


S c h o 1 i o n. 

5 8 0. Quo haec multiplicatio facilius continuari queat, prae- 
ter relationem aequationi 

II : r “II :p -*■ II : q 
respondemem, quae est 

r—w — r 3 - 


.,/*+« tt 
<7V — a — • 


notetur aequatio 

II : P “ n :r — IT ; qr, 
cui respondet relatio 

/ a -f- c n it , 

— ~ —<1 V 


A-(-Crr 


; unde fit 


V A ~+~ Cr r r i/ P. — P. f 

V a q ’ A q <| ^ 

+ K^ fp /C- + v 1 -^-v- «• - 

V ^ A — - c r+/ c 1 ^)- • 

Quare ut sit 

II : /• “ n : p -f~ II : <7 , 
habemus non solum 

r = p / C 1 -+* £ <i ?) -+- 7 / ( i •+- •£ pp) * 

aed ctiain 

(i + ^rr) — y -+- ]/ (1 ■+• ^PP) 
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✓ C 

Ponamus brevitatis gratia pp)~V t et surato qzzy 

II : r zn 2 n : p , erit 
r ~ 2 P et / ( 1 +|rr) 

«ju» valor ipsius r pro q surntus dabit 

II : r — 3 II :p, 

existente 

r=: 7 /) 5 + 3PP/J, et 

j/ (I “ r i ) =z 3 a c P /» p P 5 . 

Hic valor ipsius r dcnuo pro q suimus, dabit 
II : r “ 4 II : />, 

existente 

■ r= 4 / P/> 3 + 4 P*p, et 

V' <» +7 r r) = °°/> 4 -I-*® P P />/»-+- P 4 . 

Loco' q substituatur hic valor ipsius r, ut prjdeat 

existente 

f = "' ,i + '*' pl> f , + 5|, V. « 

/c -> X rr > = s ?c p pi PP + P s - 

Atque hinc genera tim concludere licet, ut sit 
II : r — n 11 : p , 
esse debere 

r/x « 

' = m. ‘ p - p 1 7 x) n - (P - A- /I)'. 

Haec igitur relatio inter p et r satisfaciet huic: aequationi 
temiali 

d r n d p - -- 

V (\-tr Crr) V (A + VtP). * * 


ut sii 


sen 

di0e- 
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dum meminerimus esse P ~ /(i - 4 - 

Problema 76. 

* 

/ (} 2 

vTiT+c**) — n : z, integrali ita sumto 
ut evanescat posito z ~/, unde II : s fit functio determinata ip- 
sius a: , comparationem inter hujusmodi iunctioncs instituere. 

Solutio. ' 

Consideretur haec aequatio differentiatis 

d* j dy 

V (A -f- C * x) ‘ V (A + C yy) w » 

* 

unde integrando fit 

II : x -+- II : y — Const. 

Integrale autem sit quoque 

a + y (za-t- jr^) 4-2 0 f 

quod ut locum habeat necesse est , sit 

— a y * A m, et $ 5 — y yzCm: 
tum vero erit 

y j + + C yy) , et y y -f- 5 a; z }/ m (A C x x). 
Ponamus constantem integratione ingressam ita definiri, ut posito 
x ~ a fiat y — b. , et integrale erit 

II : x -f- II : y z II : a -+• II : b. 

Pro forma autem algebraica invenienda, sit brevitatis gratia 
y/ (A C a a) ~ $1 et j/ (A -f- C b b) zz 23 , 

«ritque 

y a + % mety 
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unde colligitur 

V—yspir/^et 6 = - b - fzrn /m. 
Quocirca aequatio Integralis algebraica erit 


seu 


(21 b — 33 a) # «+• (23 £ — 31«) y~(bb— cfl)/(A + C«/y) 


(31 & — 33 a) y -t- ($3 b — SI a)x~{bb — a.a)|/(A-»-C xx). 

Hinc y per x ita definitur, ut sit 

^ \ ■» • » 

a — g b) (b b — a a)^ (A 4- Cxx) 

.. t . **:—&«, ‘ * ... . 

quae fractio supra et infra per 31 b & a multiplicando , ob 

31 31 b b — 33 33 a a ~ A (b b — a a) et' 

(3(a— 33£) (31i-f-33a) — (SI 31-33 33) «6 — 3133(^— an): 
— (6 b—aa ) (C a b -f- SI $)y- 
abit in : _ 1 • . • • 

.. (Cat + «^) « . ( , *&-J-%q)V(A-f Cxxl ! ’ * 

y A *“* A 

Hinc porro colligitur 

(b b — • a a) / (A -f- C y y) =z (SI b — 33 a) x 

(^fe—a a^x , V5i — %a)bb~ aa) , ( 

21 b — 95a 216 — $ a ]/ (,A -}- l i a:) , 

seu ' 


y (A+c«/?/)z 


C (6 6 — a a) 


a? 


— Sta / . . i x 

21 'b — ®a V C X*); 


«6-®a 

ubi iterum supra et infra multiplicando per 31 b -f- 5Q a, fit 

V <i.+Cyy)=- ?£ - +W x+ /(A + Cn). 

Necesse autem est valorem formulae }/ (A-f-Ct/y) hoc modo po- 
tius definiri quam extractione radicis, qua ambiguitas implicaretur. 
Quocirca haec aequatio transcendens 


n:r-f-II:jrzz:n:p-hn:<7 

praebet sequentem determinationem algebraicam, si quidem brevita- 
tis gratia ponamus }/<A -f- Cpp)zP,/CAn-C^)z;Qet j/(A-t~C/T)~R, 
scilicet ut sit 


48 
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II: + — II: r, erit 

s — PQr — + gt 

/ (A-hCss) ~ —S-lJZzr S S pr ± c *p 1± ;< > . « ; se „ 
y/ (Ah-C ss )— r 3^±S J m =L l31=^£f> . 

Corollarium 1 . 

6 9 1 * Quoniam est per hypothesin II :/ zz> 0 , si ponamas 
brevitatis gratia y/(A>-$-Cff) — F, et r~f, ut sit R — F, hae 
aequatio 

II:^^i:n:p 4 -n:^ 

praebet 

j — r(*i+Q jO-r.PQ/-c/»« et 
/ (A 4- C ss) =. F iL Q+ cr^-c/ (r 1 + 

Corollarium 2 . 

5 92. Si ponamus q “/et Q ~ F, ut sit II : <7 ~ 0 , haec 
aequatio 

11:5 — 11:/) — II : r 

praebet 

j --- F(R/>-Pr)4-/PR-C/f>r ^ 

/(A+C ,<) = ' l »"-»f^C/( Bp --Pr) 

jp Corollarium 3. 

5 93. Si sit CmO et A~ 1 , erit 
n ; z —fd z — z — f, 

quia integrale ita capi debet, ut evanescat posito x Tum 

ergo erit P~ 1 ,Q ~1 et R “ i ; unde ut sit 
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n:5=zn:^-hll:<7 — ll:r, 
seu i zzip ■+■ q — r, oportet esse 

5 m — r -+- q p et y (t-f 0 1 , 

uti per se constat. 

Corollarium 4. 

5 94. Si sumatur An 1 et C=— 1 , fiatque IIizzAng. cos. 
3, ut sit f~ 1 , erit 

Arc. cos. s - Arc. cos .p -+-Arc. cos. q — Arc. cos. r, 
si fuerit 

s~pqr — PQ/--f-PR(jf+QR/J et 
|/(t — ss):=PQR-HP<7r-4-Q/>r — Rpq, 
xmde sumto rui, ut sit RlO, et Arc. cos. r;: 0 , erit s~pq— PQ 
«et j/(l — ss) — ?q-^-Qp. 


Scholion. 

5 9 5. Hinc notae regulae pro cosinibus deducuntur , quas 
Tusius non prosequor. Verum casus facillimus, quo AlO et Czl, 
hincque fit Tl:zz:f ~~ Iz, existcnte f"Z. 1 , insigni difficultate premi 

videtur, ob expressiones pro s et )/(A+C2 s)zz in infinitum abe- 
untes. Cui incommodo ut occurratur, primo quidem numerus A ut 
infinite parvus spectetur, eritque 

P-y (/;/;-+- A) m/j -h A, Q 4-^, Rmr-+-£. 
Quare ut fiat l s zzz l p -j- Iq — / r , reperitur 

+ V (p + 7$ ( r + £) •+■ p (V ■+• 7i) A) i 

ac singulis membris evolutis 

A y A A pr . A qr | a pq Kpr , A pq 

" up a q * a p ' a r * a * a r 

*• 
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•eu fiz:— , uti natura logarithmorum exigit. Caeterum ex forma- 


lis inventis haud difficulter multiplicatio hujusmodi functionum tran- 
scendentium colligitur, yeluti ut sit Tl:yzziaH:x t relatio inter x 
et y algebraice assignari poterit. 


.Problema 76 . 


5<76. Si ponatur sumto hoc integral» 

ita ut evanescat posito zmO, comparationem inter hujusmodi func- 
tiones transcendentes investigare. 


Solutio. 


Statuatur inter binas variabiles x et y ista relatio 
a-+-y (xx-*-yy)-¥-2$xy— 0 , 

unde fit 

— — 6 x -f- V [ — ce y -4-(S $ — yy) xx) 

“ /y. 

Ponatur — cty~Am et SS — 'yynC m, ut sit 
YJ/ + Jx=i}/m(A+Cx.r) et 
Y x-hST/ — -/m (A+Cyi/). 

At illam aequationem diflerentiando fit 

d x (yx-hdy)-j~dy (yy +-Sx)Zz:0, seu 

dx • dy n 

y(A + Cx*) * V(A-hCyy) U * 

Jam statuatur 


ut 


d x (L -f- M x x) 
V ( A —f- C x x) 

sit integrando 


y y) v 

✓(A.4-C y y y— ay y 


m 


II : x -f- D : y — Const. -f- V y m. 
Cum igitur sit 

dy — ~ d x . 

V(A-+-C yy) y(A-HCxx)» cm 
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av/m — 

kincque ob 


M dx (xx — y y) 


V m^A-t-Cxr) — $ x 

y 'v 


erit 


xx — yy^7jy(yy3X c — »iA — mCxx — SSxx-h 25x y /;i(A -+- Cavr)). 
At yy — — m C, ergo 

M3x(af xV m( A -4- C xx) — m A — smCix) 

ovym — 77 y(A-t-c*x) » 

cujus integrale commode capi potest, dum fit 


v Ym = 2=f£S - /(i+Cx,), 


quae formula ob 

j/ m(A + C a:a:) “ y?/ abit in 

^ y m — v m =z 

Quocirca habebimus 

Ti'.x-\-Ii:y “ Const. — -^r Y m * 


M x jy 


|/ m. 


existente 

Y!/+^- r — /»i(A + Caro?) et — > 

ac praeterea 

— ay ~ A m et S S — y y zz C m. 

Ad constantem definiendam sumamus, posito rzzO fieri yznb } 
ut sit 


II : x + 11 :y~Xl:b — j/ m. 

Tum vero est 

Y m A et Sb :zz |/ (mA -f-mC66), 

ergo 

V m A . 5 V fm A+wCJ 6 ) 

Y = et 5 = 5 ' 

Hinc ergo concludimus, si fuerit 

y Y A-J-rr y (A-f-C bb) zz b ]/ (A-f-C#a}, 
et quod eodem i*cdit 

X|/A + } / (A -t-C4/i) — 6j/(A -+-C#y), foce 

n:x+n:i/ = n:i-?^ 
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denotante II ejusmodi functionem quantitatis suffixae, ut sit 



integrali hoc ita sumto, ut evanescat posito z znO. Natura ha- 
rum functionum stabilita , ac sublato discrimine inter quantitates con- . 
stantes ac variabiles, erit 

n : r == n : p n : q + . 

si fuerit 

q Y ^ -\~V Y (A -f- C r r) zz: r j/ (A — j- C p p) 
p Y A -f- q Y (A -4- C r r) zrr / (A C q q) 

unde fit 

r — pV(A+Cgq)+qV(A + Cpp) ct 
V . A 

Y (A — f-frr) Cpq + y(A+Cpp) (*+Cqq) . 

• Corollarium 1. 

5 9 7- Sumto z negativo est 

II: — z zz: — II :z, 

unde capiendo quantitates p et q negative, liet 
si fuerit 

/; / A ^ 7 / ( A C r r) + r p' ( A H- C r/ r/) zz: 0 seu 

?/ A 4-p/(A4-Crr)4- r /(A -hC />/>)— 0 seu 
r}/A-f-;^)/(A-f.C(7</)-4-7)/(A-f-C^;;)izzO vel 
C p q — / A ( A C r r) / (A -f- C pp) ( A -f- C q q) ZZ 0 

ex qua formatur haec relatio 

Cpqr 4-/V(A-h Cqq) (A -f- C rr) -f- q ]/( A -h C pp) (A -f- C rr) 
-f-r/ (A -4- C pp') (A-f-C< 77 ) — 0. 
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Corollarium 2. 

598. Hac ergo methodo tres hujusmodi functiones II : z ex- 
hiberi possunt, quarum summam algebraice exprimere licet; quod 
autem de summa ostendimus, valet quoque de summa binarum 
demta tertia. 


Corollarium 3. 


599. Si ponamus L — A et MmC, functio proposita Tl:z 
~fdzV (A-f-C zz) t exprimit aream curvae, cujus abscissae z 
convenit applicata )/(A 4-Czz); et summa trium hujusmodi are- 
arum ita algebraice dabitur : 

si inter p % q, r superior relatio statuatur. 


S c h o 1 i o n. 


60 0. Haec proprietas inde est nata, quod differentiale dV 
integrationem admisit. Cum nempe esset 

= ob 

y m(A 4-Ca:a;)z:'y y + 5a;, erit 

-N v M dx(xx-yy) 

O V — yy-h S* y 

cujus integrale commode ex aequatione assumta 


a-k-y{xx~\-yy)-{-2^xyzz:Q 
definiri potest. Ponatur enim 

x x -t -yyzzztt et x y zz u , erit 

et "i ■■ y 1 1 — |— 2 S u m o 
et dilferentialiBus sumendis 

xdx-t -ydyzztdt; xdy-}-ydx zzzdu et ytBt-t-SduzzO; 
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ex binis prioribus colligitur 

(,r x — • y y) d & — xtdt — ydu, et ob t^t zz — —y, erit 

(xx — y y) d ~ x -h y y ) , 

ita ut sit • 

dx(xx y y) — - ____ ^ hin eque ^ V ~ — 
y y -\-S x y 1 

unde manifesto sequitur 

v Mu M _ xy 

— y — 7 

uti in solutione operosius eruimus. \ erum hac operatione commo- 
de uti licebit in sequente problemate, ubi formulas magis complexas 
sumus contemplaturi. 


Problema 77. 


6 0 4. Si ponatur 

f d z (L -4- M s» + N z4 -j- O z 6 - 

V (A C *a) 


n :z=f 


ete,) 


integrali hoc ita sumto ut evanescat posito z — 0 , comparationem 
inter hujusmodi functiones transcendentes investigare. 


Soluti o. 

Posita ut ante inter variabiles x et y hac relatione 

a •+* y (* x -+- y y) ■+■ 2 5 x y — o , 

sit 

— a y zz A m et 5 5 — yyzzCm, 

fietque 

y y -f- 5 x — y m (A -h C x.r) et yx -4-5y — / m (A -f- C yy), 
sumtisque differentialibus 

d* , _ — a 

V'(A+Cll) 

Jam statuatur 1 • 

. Jj(L4-My+r</+0) 6 ) 

—(K-+-CT7) 1 VJZTlTy) — 0 v v n 
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ut sit 


° b V (A-HCjoS 


II : x -f- II : y ~ Const. -f-V y' m. 

ista ae< i uatio abit in 

3xfM(xx — , y>>-4-N(x* — y*)-f-0(x* — >•)) ^ v ,/ — 

V(ah-cxx) ■ — ° ' » 

ct ob )/ m (A C x x) = 7 y -f- 5 x, in hanc 

3xfxx — 5'>)[M-+-N(xx-4-»)-HOCx 4 -4-xx7.'y-4->‘)) ^ v 

* yy-i-Sx ° * 

Sit nunc xx-+-yyzzztt ct x y ~ u , ut habeatur 

tt _4_y/f-j-25un=0 et y t d t ~h d d u zz: 0 , 

. . ff d u 

seu tot “ — » 

atque ob 

x d x -4- y d y zz: t d t et x 3 y ~H y d x-zn 9 u 


hinc colligimus 


ideoque 


(xx — yy)d x~ x td t — y d — ~ (yy~h 3 *“)» 


gxfxx — yy) 


9 « 


unde habebimus 


d Y zz — ~ [M -hN(x.x+yy) -i~0(x A ~hxxyy-+-y*)]. 
At est 

x x -j- y y ~ 1 1 et 

•a; 4 -f- x x y y -4~ j/ 4 zz f 4 — u u. 

Notetur autem esse -y zz — unde concludimus 

M d u , N f * d f | O f* d f , Ouudu 

Ct V — T~y H J l J f 7 — » 

aicque prodit integrando 

V — _ "J! -f- Jit- -4- ^4 -+- — • 

7 ^ 46 6 <T 37 

Quodsi jam ponamus fieri y~b si x~ O , erit y z Sz - m 

et a zz — i/mA, tum Tero 

44 
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y Y A-|-x)/(A-|-C6 6)=:6j/(A-f-Ca?ar) 
x / A -f- y Y (A -f- C i i) — b / (A -h C y y) et 
bY A nzx Y (A -f- C y y) -f- y / (A -h C # ar) . 

Hinc cum sit . 

V . W6jey . N5(xy-f->>) a O &(**-<-? V)3 O y3 

Y m A * 4,/ wi (A. -f- C 6 6) * 6 Y m ( A C b b) ~i 3 Y rn A 1 

nostra relatio, cui satisfaciunt praecedentes determinationes, inter 
functiones transcendentes, erit 

TT • ^ _i__ 17 • it TT • h ™ h *y , Kb(xx+ yy)* O b (xx-f -yy)i 

u.x-t-u.y — iL.o 77 


| Obx3y3 


Y A 
N 


O b 7 


3 YA 4V'(A-f-C66) 

ubi notandum est esse in rationalibus 


seu 


6 Y (A H— c b b) * 

— bY a 4 - {* * +-yy)y j± -u. ixy^c^+cbb) __ 0 

Y b b 11 n ^ 

1 ^ . •— r* I» A ax>/ (A + C 66 ) 

x^-+-//yzzi66 ■ - ■■ v yA -• 

Hinc colligitur 

r- r/r _l- y ^g_/,4 — _(t bbx y^-^- Cbb ) 

V A A. 

(TT , ^3 t6 __ 6t>*xyY(& + Cb b') ; 12 ii.r 3 ryy ( A-h-Cii) 

Y A A 

3 

8 .r 3 */ 3 (A - 4 - Cii) 2 
" A /A ^ * 

ita ut nostra aequatio sit 

n : * - 4 - n : y — n : b - /( A + C 4 4) - °£JT 


a O b3 x xyy 

A 


Y A -f- Cii) — A (3 A + 4 C i i). 


Corollarium f. 

6 02. Si ponamus i “ r , xnz — p, y m —— q , erit nostra 
aequatio 

' n:p-4-II:<7-|-n:r — (M-f Nrr-f O r 4 ) 

_ f»„X(*+Crr) ( Mf+2 + (3 Art . 4C rr), 
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existente p p q q zzz r r — y (A -f- C r r ) , unde fit 

V (A - +- C r r) r r — p p — q q 

Y A *” “* a p q 

Corollarium 2. 

6 0 3. Substituto hoc valore pro sequens obtine- 

bitur aequatio, in quam ternae quantitates p, <7, r aequaliter ingre- 
diuntur 

n:p4-nw+n:r=Hfe + 5^o,p + 9?+ rr) 

+ ITT 0 ”* + Y + r * -t-PP<rt -hPP rr -^-9<l rr l 

cui satisfaciunt formulae supra datae, vel haec rationalis 

iSttH SIL zzzp k -f-t/ 4 -}-/- 4 — 2 ppqq — 2 pprr — 2qqrr, 

Corollarium 3. 

6 0 4 . Si numeratori formulae integraiis adhuc adjecissemus 
terminum P z 8 , ut esset 

tt . ~ /*dz(L-f-Mz*-f-N *• -4-P z*) 

11 J 7T5T+ cTij ’ 

ad aequationem modo inventam adhuc accessisset terminus 

Jfrx (P 6 -t~</ 6 -t- r6 -t-PPq*-l-PPr A -\-p i qq-+-p i rr-i-q /l rr-\-qqr !i -+ typqqrr) , 

S c h 0 1 i 0 n. 

• % 

6 0 5 . Istae relationes quoque ex superioribus reductionibus 
derivari possunt, cum enim inde sit II : z “ E f- * 


V (A-t-Czz) n r 

quantitate algebraica t si hic pro s successive quantitates p, <7, r 

substituamus, ita a se invicem pendentes, ut ante declaravimus, erit 
r _d P j_ / 5 q . r d r 

J 1 


y(A4 -cff) +J 

unde concludimus 


Y (A-+- C qq) 


+/ 


Y (A-f>Crr) 


—f: p -f- /: q -f- /: r , 

denotante f functionem quandam algcbraicam quantitatis suffixae ; 
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atque summa harum trium functionum rediret ad expressionem ante 
inventam, si modo relationis inter p, q y r datae ratio habeatur : 
scilicet inde littera C eliminari deberet. Haec autem reductio in- 
gentem laborem requireret. Hic vero imprimis methodum, qua hie 
sum usus, spectari convenit, quae cum sit prorsus singularis, ad 
magis arduam deducere videtur. Certe comparatio functionum tran- 
scendentium, quam in capite sequente sum traditurus, vix alia me- 
thodo investigari posse videtur, unde hujus methodi utilitas in se- 
quenti capite potissimum cernetir. 
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DE 


COMPARATIONE QUANTITATUM TRANSCEN- 
DENTIUM CONTENTARUM IN FORMA 



Pd 2 

(A+2Bs+Cj3+ 2~D z 3 £ z 4 > 


Problema 7 8.. 

6 06 .. 

Proposita relatione inter x et y hac 

a _j_y(. ra ; -\-yy)-+-2dxy-\ r %xxyy~0, 

inde elicere functiones transcendentes, formae praescriptae, quas in- 
ter se comparare liceat.. 


Soluti o. 


Ex. proposita aequatione definiatur utraque variabilis 
— $ x -f- ✓ f — a y -f- (S 8 — y y — a<?) xx — y £x 4 j 

y — 7 -+-£*x 

• — — «v4-(^ — yy — *4)yy — yfy*) 
x — y + iyy * 

quae radicalia ad formam praescriptam revocentur ponendo 

— a V “ A m , 5 5 — yy — a £ == C m et — y^~E/n* x 

unde fit 


Em 

r 


=- dd— C w+ yy ■ 


A E 7711» 


yy 


Erit ergo» 
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y y -f- 5 x -f- %xxy ~ y m (A 4- C x x -4- E x^ 

y x -\-hj Z, x xj y z=z m (A+Ci/f/+E y' 1 ). 

Ipsa autem aequatio proposita, si differentietur, dat 

d x (y x -hd y ~h % xyij) -f- dy (yy-h$x+ %xxy) zz o 

ubi illi valores substituti praebent 

dx i — o 

V~[a C x x -t- 1 X *) v(A C y y -i- E y*) 

Vicissim ergo proposita hac aequatione differentiali , ei satisfaciet 
haec aequatio finita 

— Am-\-yy{xx-\~yy)-\-2xyy (y* C my y -+~ A E m m) 
— E m x x y y zz: 0 , 
seu ponendo -J~zzA, haec 

— A.-+-k(xx- j r-yy)- i t-2xy j/ (kk-t-k C-+-AE) — E xxyy zz: 0 , 
quae cum involvat constantem A, in aequatione differentiali non con- 
tentam, simul erit integrale completum. Hinc autem fit 

ky-\-x y (AA -4- AC -f- AE) — JLxxy zz )/ A (A -f- Cxx -f-Ea; 4 ) et 
Ax-f-y y (kk AC -f— AE) — E xyy — )/ A ( A -\~ C yy -f- E y 4 ). 

Corollarium 1. 

6 0 7. Constans A ita assumi potest, ut posito x zz 0 , fiat 
y zz b , oritur autem 

AAzzz/AA et b /(AA-f-AC -f-AE) zz /A (A -hCbb 4-E6 4 ) , 
ergo 

k —Tb ct /(A'A-f-AC-h-AE)zz^/A(A-f-CW-f-E^), 
ideoque habebimus 

Ay -f- X|/A(A -f- C bb -f- E 6 4 ) — ILbbxxyzzzb y A (A -\-Cxx -f-Ex 4 ) 
et 

Ax -\-yy A(A 4-C bb 4- E b*) — E bbxyy zz by A(A-\-Qyy 

Corollarium 2. 

6 0 8. Haec igitur relatio finita inter x et y erit integrale 
completum aequationis diffcrentialis 
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3* i dy — n 

^(A+Cxx + Ex 4 )” V(A + C>? + E>‘) 9 

quod rationaliter inter x et y expressum erit 

A ( xx-\-yy — bb s )-\-2xij'/ A (A-j-C66-f-E6') — E bbxxyy ~ 0. 

• Corollarium 3. 


6 0 9. Hinc ergo y ita per x exprimetur, ut sit 

. i^AfA+Cta + Ex*) — x V A (A C b 6-4- EM ) 

^ A — Ebbxx 


atque ex hoc valore elicitur 

/ A-4- Cyy-\-Ey 4 

(A4-E^rx)v / (A4-C&6+F.i»4)(A4-Cxx+E3:*)-aAE&3e(fei+xx)-Ct>x(A-4-F.6t>xr) 

~~ ” — (a — Ebbxx)* 


Corollarium 4 . 


610. Hinc constantem b pro lubitu determinando infinita in- 
tegralia particularia exhiberi possunt, quorum praecipua sunt: l) 

sumendo b — 0 , unde fit y zzz — x; 2) sumendo b ~ oo , unde 

fit ynz—^-. 3) Si A-+-C66-4-E6 *z: 0 , hineque bbz— '^ > 

unde fit y— 

a A — Ebbxx 


S c h o 1 i o n» 


611. Hic jam usus istius methodi, qua relrogredicndo ab 
aequatione finita ad aequationem difierentialem pervenimus, luculen- 
ter perspicitur. Cum enim integratio formulae f y ^ — fc - ^ 

nullo modo neque per logarithmos neque per arcus circulares per- 
fici posset , mirum sane est talem aequationem differentialcm adeo 
algebraice integrari posse ; quae quidem in praecedente capite ope 
ejusdem methodi sunt tradita, etiam methodo ordinaria erui pos- 
sunt, dum singulae formulae differentiales vel per logarithmos vel 
arcus circulares exprimuntur, quorum deinceps comparatio ad ae- 
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(fuationcm algcbraicam reducitur. Verum quia hic talis integratio 
plane non locum invenit, nulla certe alia methodus patet, qua idem 
intcgrale, quod hic exhibuimus, investigari posset. Quare hoc ar- 
gumentum diligentius evolvamus. 

Problema 79. 

6 12 . Si II: z denotet ejusmodi functionem ipsius z, ut sit 

II : zzzz f 7 T , integrali ita sumto ut evanescat posi- 

Uj Z—O, comparationem inter hujusmodi functiones investigare. 

Solutio. 

\ 

Posita inter binas variabiles x et y relatione supra definita, 
vidimus fore 

dx | Bv o . 

(A -+-C 

Hinc cum posito x~0 fiat y—b , elicitur integrando 
II : x — f— II : y “ II : b. 

Cum jam nullum amplius discrimen inter variabiles x, y et con- 
stantem b intercedat, statuamus x~p, yzzzq , et bzzz — r, ut sit 
11:6“ — II:r, atque haec relatio inter functiones transcendentes 

Il :/>+n:<7+ II: i* zz: 0 

per sequentes formulas algcbraicas exprimetur, 

(A — Epprr)(/-\~py' A(A-f-C rr-t- E/'*)— j-rp 7 . A(A -4-C/ , p-(-Ep‘*) zz: 0 
scu 

(A — Epp77)/‘-f-7v'A(A-+-C/)p-l-Ep j/A(^-4"C^7H-E7 < ) “ 0 

scu 

(A — E 77 r/-)p--f-r]^A(A -»-Ci 77 -f-E( 7 ' i )-[- 7 p /, A(A-f-C/T-f-E;- i ) zz: o 
q;iae oriuntur ex hac aequatione 

A(pp-\-qq — rr) — E.ppqqrr-+‘2pqy / A(A-\-Crr-\~Er' 1 ) — 0. 

Haec vero ad rationalitatem perducta sit 
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A A (/>* -f- <7 4 -1- — 2 ppqq — 2 pprr — 2 qqrr) 

— 2 A.Ep p q q r r (p p q q r r) — iXQppqqrr 

+EE/»*-jfV 4 z:0, 

quae autem ob pluralitatem radicum satisfacit omnibus signorum va- 
riationibus in superiori aequatione transcendente. 

Corollarium 1. 

613. Sumamus r negative, ut fiat 
II:r— 

eritque 

p^A(AH-Cq<7-l-E<7«)-h<?'/ACA-j-Cpp-hE f>«) 

y — A — zppqq ’ 

unde colligitur fore 

, A-f- Cr r-f-Er 4 

V A 

. ( K-\-Eppqq)V(*- hCpp-hEp*)[A-+-Cqq~+-'Eq*)-\-iAEpq(pp-\-qti)-{-Cpq(A-+-Eppqq') ^ 
(A— Eppqq)* ’ 

Corollarium 2. 

614. Quodsi ergo ponamus qzzip, ut sit 
II : r — 2 II :p, 

erit 

. * P V A (A -f- C f> -f- E f>*) 

r A — Ep* * 

atque 

/ A-4-Crr-l-Er* AA-+-aACf>fi-4-€A Ef) *-f-aCEf> g -f-EE/>ft 

V A (A — Ep*) % 

Hoc igitur modo functio assignari potest aequalis duplo similis func- 
tionis. 

Corollarium 3. 

615. Si ponatur q = +W3 ct 

y/A (A+ C 7 ? -t-E «) , 

ut sit n:<jr = 2ll:p, fiet ex primo Corofi. n:r-3lI:/J» 

60 
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Tum igitur erit 

p(3 AA-4-.j ACftf>-4-6 AEf>* — E E p$) 

r \\ — 6 AEf > 4 — 4 C E£ # — 3EEJ>‘ 


S c h o i i o n 1. 


• 6 i 6 . Nimis operosum est hanc functionum multiplicationem 
ulterius continuare, multoque minus legem in earum progressione 
deprehendere licet. Quodsi ponamus brevitatis gratia 

y A (A -f- C p p -f- E /->*) zz A P et A — K/) 4 hA’35, 

ut sit 

CppzzAPP — A — - E p 4 et E^z: A(1 — , 

hae multiplicationes usque ad quadruplum ita se habebunt, scilicet 
si statuamus 


II : r zz 2 II : p ; II : $ zz 3 II : p et II : < zz 4 II : p 


reperietur : 

r a P p PMPP— fp y) _ X 4pP«P QPP (a- f) — y t] 

r — fp » s — 5 jfp — 4PP(i — 95) * — 95* — 16 p* (i — 95) 

Quodsi simili modo ponamus 

|/A(A-4-Crr-}-Er 4 )zzAR et A — E r 4 zz A , 
erit 

D a P P (a — $5) — (JJ (JJ _ w 5J*_,6P*C, — *) . 

K — et ^ — fi ’ 

unde pro quadruplicatione fit 

. aRr T aRR(a— 90 — 3tK 9t* — 16 R 4 (i — S) 

1 9t ’ 1 Dt» J ^ K* 


Quare si pro octuplicatione statuamus II : s zz 8 II : p erit 

a T t 4 r R 91 (a R R (a — 90 — 9t iX) 

Z £ 9t* — 16 R 4 (i — 90 " 

Hinc intelligitur quomodo in continua duplicatione versari oporteat, 
neque tamen legem progressionis observare licet. Caeterum cogni- 
tio hujus legis ad incrementum Analyseos maxime esset optanda, ut 
inde generatim relatio inter z et p, pro aequalitate II ; z z n II : p 
definiri posset, quaemadmodum hoc in capite praecedente successit; 
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hinc enim eximias proprietates circa integralia formae J 
cognoscere liceret, quibus scientia analytica haud mediocriter pro- 
moveretur. 

S c h o l i o n 2. 

617. Modu 9 maxime idoneus in legem progressionis inqui- 
rendi, videtur, si ternos terminos se ordine excipientes contemple- 
mur hoc modo 

II :x-(n — 1) II : p, II : y ~ n II : p, II : z = (n -H 1) II:p; 
ubi cum sit 

II : x zzzTl :y — H 'P et Tl z zzzll : y -\-Tl : P , erit 

<y V A (K-h-Cpp-*-Kp A ) — »yACA- HCyy-4-Ey*l 
X A — E ppyy 

W ArA-4-C»f>-4-Ef>« )-f-f>VA(A .- hC^>-hE> 4 ) . 

z — ' " a — Eppyy 

unde concludimus 

( A — Epp!/</M*-i-z) = 2y)/A(A-+-Cpp-t-Ep). 

Ponamus ut ante 

/A^ + Cpp + E/jriiP et A — E p* zr A $ , 
et quia singulae quantitates x, y, z factorem p simpliciter invol- 
vunt, sit 

y — /> X . yznp Y et zzzzp Z ; 

erit „ „ v 

[1 — (1 — $) Y Y](X + Z) = 2 P Y 

seu 


Z z= 


a P Y 


— X, 


i — ( 1 — 95) Y Y 

cuius formulae ope ex binis terminis contiguis X et Y sequens 
haud difficulter invenitur. Quod quo facilius appareat, ponatur 

9 P — O et 1 — £1 , ut sit Z — t _?qyy Jam pr0 

gressio quaesita ita se habebit 
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O i; 

o\ o • 

2 ' $> * \ 

-7\ Q Q— y $ . 

' 95 25 — ooa’ 

>5\ Q3 _ a0 (B* . " 

' 25* — Q*Q » 

5) -f 6 -- 5 QQ^-l-0*25V.-U^^n6^ ^ 

' 25° — 3 Q Q rQ+^~Q( T + Qj — q6q etc. 

Quaestio ergo huc redit, ut investigetur progressio, ex data rela- 
tione inter ternos terminos successivos X, Y, Z, quae sit Zz QY 

— Xj existente termino primo zz 1 e t secundo — _9_. 

i— Q 

Problema 8 0 . 

61 8 * ejUSmodi Enotet functionem ipsius s, ut sit 

r d Z ( L -4— IVI x z -1— N 1 


n 


r d z (L -h M z z -i- N z*) . 

J V (a -f- c * z e z*Y * ,n tegrali ita sumto ut evanescat po- 


s to z 0 , comparationem inter hujusmodi functiones transcendcn 
tes investigare. 


Solutio. 


Stabilita inter binas variabiles x et y hac relatione, ut sit 
A y-+-‘&x-El>l>xxy~b ] /A(A-i-Cxx + Ex i ) seu 
Ax-i-fQy— Zbbxyy — l t /A(A-t-Cyy-)-Ey i ) , 
sive sublata irrationalitate 


A ^x + yy-bb-)-{-2hxy—Ebbxxyy—o 
existente brevitatis gratia f& = ] / A (A + CA6 
vidimus 


erit uti ante 


dx 


d y 

-+- C y y -f- Ey*) 




Cxx-f^E x*) y' 

Ponamus igitur 

^ v / A 

Ut sit nostro signandi more * * } ¥ 


/ 
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U :x~\-Il :y = Const. -j- b V / A, 

ubi constans ita definiri debet, ut posito x~0 fiat yzb. Quaestio- 
ergo ad inventionem functionis V revocatur; quem in finem loco* 
dy valore ex priori aequatione substituto, erit 


UVi/A — ax[M(x«-o^)-J-N(a«— y *n . 

" V (A. H- C x X -f- Ex 4 ) ’ 

verum quia 

b~Y A (A + Cxar+E^) zzzAy-h&x — Ebbxxy 

habebimus 

^ y dx(xx-yy) [M-f-W 

Ay-+-&x — Ebbxxy 

Sumamus jam aequationem rationalem 


A (xx+yy — 6 6) -+- 2 23 — -Ebbxxyyzo y 
et ponamus 

xx-hyy — tt et x y — u, 

ut sit 

A (tt — bb)-h2^Qu — EbbuuzO r 

ideoque 

Atdt— — fQdu-b-Ebbud u. 

Cum porro sit 

x d x y d y — t d t et xdy^-ydxz ~d u y 
erit 


(xx ~ yy)d x — x td t — ydu 
seu 


A (xx — yy)dxzz: — du(Ay-+ fQx — Ebbxxy),. 
ita ut sit 


dx (xx—y y) d u 

Ay-j-s&x — Ebbxxy A 

ex quo deducitur 

av~ - ^(M-f-N^O, 

et ob 


1 1 — b b - 4- ***1! , erit 

dV — — ^(AM + ANSJ — 2SKM-ENJJuit)r 
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unde integrando elicitur 

Mu N £> i> u . © N u u E Hbbit* 

V 'a A~ 1 A A 3AA. 

Hoc ergo valore substituto, ob nzzxy , habebimus 


II:a 7 -f-n:yn:n :6 — 


~VaT 


N b a xy 

~VaT~ 


%>Hbx'y 9 E M b a X* y’ 

A y’ A 3 a/a 


Cum autem sit 

^xy—^Abb — ^A(xx-hyy')-+-Ebbxxyy 
erit 


IIa; + n?/zni- ~ Ix7a[A (bb-\-xx-^yy) — \Ebbxxyy\ 

cui ergo aequationi satisfit per formulas algebraicas supra exhibi- 
tas, quibus relatio inter x, y et b exprimitur. Ouodsi ergo sta- 
tuatur haec aequatio 


Tl : p — f- II : <7 — f— 11:^* 

= — iKppqqrr} 

ea efficitur sequenti relatione inter p, 7, r constituta 

(A— E ppqq) r-i-pj/A (A-hCqq-hEq*) q )/ A (A-t-C/y>-4-E/>*) ZZ 0 


seu 

(A — E pprr) q -4 -p \/ A (A-+-C//-+-E/- 4 ) -h r j/ A (A-f-C/yM-E/> 4 ) zz 0 
seu 

(A — Eqqrr)p-+-q j/ A (A-+-C/v*-4-E/ ■*) -t-r ]/ A (A-r-Cyy-j-Ey 4 ) zz 0 
sive per simplicem irrationalitatem 

A ( pp-\-qq-\-rr ) -\-2 pqy' A (A+Crw Er 4 ) — Eppqqrr zzz 0 
seu 

A (/y>-f-rr — <77) -f- 2/>r j/ A (A-V-C77-4-E7 4 ) — Eppqqrr zz 0 
seu 

A (77-f-rr — /y?) -+- 2 qr j/ A (A -f-C/yj-t-E/; -4 ) — Eppqqrr zz 0 
penitusque irrationalitate sublata 

EE7/7V* — 2 AEppqqrr(pp -4- 77 -f-/r) — AACppqqrr 

-f- A A (p -4 -+- 7* -t- /•* — 2 ppqq — 2 pprr — 2 77/*/*) zz 0 . 


I 


I 


1 
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Corollarium i. 

619. Sit (jfnrz:^, ut habeamus hanc aequationem 

[A(p/>4- 2 ss) — $Epps k } 

cui satisfacit haec relatio 

(A — E p 4~ 2 s A (A — f C s s 4~ E s ___ 0 . 

Corollarium 2. 

62 0. Sumamus $ negative, et loco p sustituamus ibi hunc 
valorem, ut habeamus ' 

2 II : J-+- II: <7-4-11 -f- [A(pp-+- 2 $*)•— iE/>/>j 4 ] 

= -vr+KvZ t A ( PP M -H rr) — \Kppq q r r) 

existente 

asVAfA-t-C sr-4-Es 4 ) * 

P A — Es* * 

unde fit 

/ A (A -|- C pp -f - E p*) — ~ C “^ 4 

qui valores in superioribus formulis substitui debent. 

Corollarium 3. 

621. Hoc modo effici poterit, ut partes algebraicae evane- 
scant, atque functiones transcendentes solae inter se comparentur. 
Veluti si esset N~0, statui oporteret ss~qr, ut fieret 

2 II : s 4~ II : q -f- II : r “ 0. 

At posito s s “ q r , fit 

a V A q r (A-4-Cqr-j-E.qqrr) 

P A — Eqqrr 

Est vero etiam 

— q V A (A-f- Crr+Er 4 ) — r Y A (A 4* C q q -f- E <} 4 ) 

P A — E qqrr r 

quibus valoribus aequatis, oritur haec aequatio 
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V (AA -f- EEr/ 4 / 4 ) (q q -j— 6 qr -j- r r) — 8 C qqrr (A -f- TLqqr /•) 

— 2 klL q q r r (q q 10 <7 r -t- r r) — 0 . 

5 Q h 0 1 i 0 n, 

6 22. Si II: z exprimat arcum cujuspiam lineae curvae re- 
spondentem abscissae vel cordae z, hinc plures arcus ejusdem cur- 
vae inter se comparare licet, ut vel differentia binorum arcuum fiat 
algebraica, vel arcus exhibeantur datam rationem inter se tenentes. 
Hoc ipodo ejusmodi insignes curvarum proprietates eruuntur, qua- 
rum ratio aliunde vix perspici queat. Comparatio (quidem arcuum 
circularium ex elementis nota per caput praecedens, ut vidimus , 
facile expeditur, unde etiam comparatio arcuum parabolieorum de- 
rivatur. Ex hoc autem capite comparatio arcuum ellipticorum et 
hyperbolicorum simili modo institui potest; cum enim in genere ar- 
cus sectionis conicae tali formula exprimatur fdx \/ — ]*** , haec 

transformata in istam f y lac+ \*f 3 $frz +itx . } > P er P raeee P ta < ra - 
dita tractari potest, ponendo A “ac, Cizae-^-bc, et E “ 6 e , 
L:a, atque N~0. Haec autem investigatio ad formulas, 

•quarum denominator est 

]/ (A + 2B2 + Cs2+Ds 5 + Es 4 ) 

extendi potest, similisque est praecedenti, quam idcirco hic sum ex- 
positurus, unde simul patebit, hunc esse ultimum terminum, quo- 
usque progredi liceat. Formulae enim integrales magis complicatae, 
ubi post signum radicale altiores potestates ipsius z occurrunt, vel 
ipsum signum radicale altiorem dignitatem involvit, hoc modo non 
videntur inter se comparari posse, paucissimis casibus exceptis , 
qui per quampiam substitutionem ad hujusmodi formam reduci queant. 

Problema 81 . 

623 . Si 11:2 ejusmodi functionem ipsius z denotet, ut sit ] 
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TT • 2 — — 

AA # — Y (/ 


3 z 


(A + abz-f-Czz-f aDx^-t fc *+) 


hujusmodi functiones inter se comparare. 


Solutio. 

* • 

Inter binas variabiles x et y statuatur relatio hac aequatione 
expressa 

a-\-2fi(x-\~y)-\-y (xx~\-ijtj) -f- 2 8xy~{- 2 e xy(x ~\~y) -f- £ xxytf=Z 0 , 
unde cum fiat 

_ t/ — «yfP-t-fr*-*-*»*) — « — ap« — y xx } 

J J 7 -r a * •* -t- i x x * 

erit radice extracta 

— ( 3 — Sx— ixx-+-y'{(P- 4 -Sx-^ixx') a — fa-4-?px-f-7xx)(7~4-gt3H-^xx)1 

J 7-j-a tx-tfxx 

Reducatur signum radicale ad formam propositam, ponendo 
fi fi — cny zzz A m t fi 8 — a e — fi y — B m, 

8 8 — 2 fi e — a £ — y y — C m, Se — fi% — ye — Dm, 
te — y % zn E m ; 

unde ex sex coefficientibus a, fi> y, 8, e, quinque definiuntur, 
atque ad sextum insuper accedit littera m, ita ut aequatio assumta 
adhuc constantem arbitrariam involvat. Inde ergo si brevitatis gra- 
tia ponamus 

Y (A-j-2Br-fCa:a:4'2D3: 3 +E a?*) — X et 
/ (A -f- 2 B i/ C y y -f- 2 D -f- E */ 4 ) — Y , 

habebimus 

fi -4-y y -+-S x -\-e x x-*- 2 e xy + %x xy^zXYm et 
fi-±-yx-+-Sy-\-eyy-4-2exy-*-%xyy~ Y ]/ m. 

At aequatio assumta per difiercntiationem dat 

^-'dx {fi -\-yx-\-8y-\-2exy-^eyy^r^xyy) 

-f- d y (fi -f- y y + 5 x -+- e x x 2 e x y -+* % x x y)-0, 

51 


402 


CAPUT VI. 


quae expressiones quia cum superioribus conveniunt, dant 

= seu ^ — 0 : 

unde integrando colligimus 

n : X 4- n : y zi Const. 

quae constans, si posito x ~ 0 fiat t/—b, erit II : 0 -4- 11:5; 
vel in genere, si posito x = a fiat yz=.b, ea erit =11: a-t-II:*. 
Ouodsi ergo litterae a, (3, y, 5, e, < per conditiones superiores 
definiantur, aequatio assumta algebraica inter a? et y erit integrale 
completum hujus aequationis diflerentialis 

d x , d y — — o . 

V(A-+-aBx-f-C^-t-aDx :, 4-Ex«) ' V t A.-haB>-hC»-t-aD^3-}-Ey 4 ) 


Corollarium 1. 


624. Ad has litteras a, (3, y, 3, r, £ definiendas, suraan 
tur primo aequationes binae ad dextram positae , quae sunt 

(3 — y) |3 — a e = B m et (5 — y)e — £ P — D m » 


unde quaerantur binae p et e, reperieturque 



(S — 7 ) b + «d 

e*— y)*— 


in et 


( i-7)D + fB 

Cf—y)*— 


m. 


Corollarium 2. 


62 5. Sit brevitatis gratia 3 — y m A 8eu 5 — y+Ai 


erit 


D a 


n X 


Bf-4-DX 


P = m f ro * 

Jam ex conditione prima et ultima oritur 
(3p<£ — ct f e ~ (A ^ — E a) m , 

ubi illi valores substituti praebent 

BB{ — DDi „ a / T - 

• - — Ea, 
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unde fit 

m = 

fi B D D a 

At cx prima ct ultima sequitur 

DD0J3 — BBtt + y (B B£ — D D a) = (ADD — BBE) m 
unde colligitur 

. [(A£— Ea)(ADD— BBE)XX-H>BD(A£— Ea)X-f-ABB#_DDEaa) 

! (BB£— DDaj" 

Corollarium 9. 

626. Superest tertia aequatio 
2 y A -4- A A — 2 [3 e — — 

quae, cum pro m substituto ralore sit 

n (Af— E«)(D g + BX) (A?-Ea) (B^-j-P X) 

P BBj’ — DDa Cl ' BB^-DD* ’ 

si isti ralores substituantur, commode inde colligitur 

y C (a£ — Ea) (BB£ — DDa) — *BD(A£ — Ea)* — (Bb£ — DDa)* 

A a ( a £ — A a) (A D D — B fi E) 

S c h o 1 i o n. 

6 2 7. Quia his valoribus uti non licet, quoties fuerit ADD 
— BBEzzO, aliam resolutionem huic incommodo non obnoxiam 
tradam. Posito $ zz: y -f- X, sit insuper A A zn ct £ -+- /m , ut pri- 
mae formulae fiant 

{3 — jp-(Da-hBA) et s = ^ (B £ -h D A). 

Jam prima et ultima junctis prodit 

A£ — Ecc=Zj-(B B £ — DDa) 
qua aequatione ratio inter a et £ definitur, quae cura sufficiat 
erit 

a~jxA — BBm et £ z= E — D D m , 

*• 
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hincque 

AXzr:|ji-f-QjiA — BB m) (p. E — D D m) : 
unde colligimus 

y = ^[2BDX + (ADD- BBE){jl]^^® d ^ — i. 
Valores a et % in formula Corollarii 3. substituti dant 
X “ — -f- B D ni — |Cu., 

2 7TI • 

cujus quadratum illi valori a£-i -p. aequatum, perducit ad hanc ae- 
quationem 

p. C/jl — C m) 2 -4- 4 (B D — A E) m m pt 

-h 4 (A D D — BCD-I-BCE) m 3 “ 4 m m , 
ad quam resolvendam ponatur ptzzzMm, fietque 

4 

M (M — C) a -h 4 M rn D — A E)-f.4(.VDU-oCD + UBE] * 

atque hic est M constans illa arbitraria pro integrali completo re- 
quisita. Hoc modo omnes litterae a, |3, y , 5, £, eodem de- 
nominatore affecti prodibunt, quo omisso habebimus 

a = 4(AM — BB), p~2 B(M — C)-f-4 AD , yn4AE -(M — C) 2 , 
£“4 (EM" — DD), e ~ 2 D (M — C)+4BE, 

5“M M — C C =n 4 (A E - 4 - B D) , 

quibus inventis aequatio nostra canonica 

0 — a -4- 2 p (.r -4 - y) y (x x - y y) -\- 2 $ x y 

-f- 2 e x y (x -f- y) -f- £ x x y y 

si brevitatis gratia ponamus 

M (M — C) 2 -f- 4 M (BD — AE) -f- 4 (ADD — BCD 4-BBE) zz: A , 
resoluta dabit 

P -j-S x t x x y (y -+- 2 e x % x x) zzz 

-f-2|/A(A 4-2Br-pCix4-2Da; 3 -4-E x*) 

P ~h <> y -i- e y y -hx (y 2 e y -h £ V !/) — 

±2yA(A-f-2By4-Cyr/+2Dj/ 3 +Ef/*), . 

quae ergo est intcgrale completura hujus aequationis differentialis 


•x 

f N 
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o — _) ?y. 

2Z y' (A -+- a B x -+- C x * -f- a 1) x ‘ -j- 11 x*) m / X -fa -> y -f-C y y *+- a D y J -+- E y*)' 

S c h o l i o n. 

62 8 . Cum hic ab idonea cocfticicntium determinatione totum 
negotium pcndeat, operae praetium erit, eam luculentius exponere. 
Posito igitur statim 

^ y -f- A ct A A — 

quinque conditiones adimplendae sunt: 

I. |3 j3 — a y zz A m ; 

IF. e e — y % — Em ; 

III. (3 A — a £ zz B m ; 

IV. s A — f3£zrDm; 

V. M m + 2 yA — 2 p f — Cm- 

Hinc ex. tertia ct quarta combinando deducitur* 

m (B A -E- Da) — (3(X A — a£)~ (3 M /n, ergo {3 — 5 
m (DA-f-B^)— £ (AA — cl%) — £ M m ergo e 
Jam ex prima et secunda elidendo- y, oritur 

m ( A £ — E a) — (3 /3 % — e e a — . m 

hineque 

£ (A M — B B) —a (E M — D D) . 
quare statuatur 

a. — n (A.M — B B) et £ — n (EM — DD).. 

^ * 

Tum vero indidem est 

E |3 p — E a y — A e e — A y seu 

y (A £ — E a) “ A £ £ — E. (3 (3 : 

pro qua tractanda cum sit, pro a et £ substitutis valoribus , 

p — hA 1 ) 4 -| (A — nBD) et £Z:«B£ 4 -i(A-/iBD),. 

sit brevitatis ergo A — nBDzznMN, ut habeamus 

0 — n(AD-f-BN) et £“n(B£+DN), . 
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ct quia 

A£ — E azzn (BBE — ADD) 

atque 

Aee— E(3 ^z:/i«(ABBEE-hADDNN — AADDE — BBENN) , seu 
Aee — Ef3f3zzn/j(BBE — ADD)(AE — NN) fiet, 
y zz n (A E — N N). 

Cum autem sit 

X zz n (B D -f- M N) et 

XAzzhh(AM — BB)(EM — DD)-}-M/n, erit 
M m—nn [ 2 BDMN-f-MMNN — AEMM-f-M (ADD4-BBE)] 
seu 

mn«n(2 BDN+MNN — AEM-f-ADD-{-BBE). 

Denique aequatio quinta @e — yXzz§m(M — C) evoluta praebet 

(3e — YXzznn[(AD4-BN)(BE4-DN) — (AE — NN)(BD -f-MN)] 

— wiN (2 BDN -f- MNN — AEM -f- ADD 4- BBE) zz Nm , 

unde fit Nzz| (M — C) , ac propterea 

mzz«n[BD(M— C)-f-|M(M— C) 2 — AEM4-ADD4-BBE]. 
Hincque sumendo nzz4 superiores valores obtinentur. 

Exemplum i. 

6 2 9. Invenire integrate completum hujus aequationis diffe- 
rentiatis 

, dp . H a 

^^(a-j-bp) ' ±V(a-hb q) 

Hic est xzzzp t y — q, Azza, Bzji, CzO, DzO, Ez 0 ; 
unde fiunt coefficientes 

a zz 4 a M — b b , (3 ZZ b M , y ZZ — M M, 

<=0, e zz 0 , 5=MM, 

et A zz M 3 , unde integrale completum erit 

b M 4-M M/j— *M M 9 z :+2 seu 
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— ^) — +2 ]/M (a 4-67); 

quae signa ambigua radicalium cum signis in aequatione differentiati 
convenire debent. 


Exemplum 2. 

63 0. Invenire integrale completum hujus aequationis diffe • 
rentialis , -f- . 7 - ,^ - - - ZZ 0. 

Sumto xznp et y~q, erit A~a, BzzO, Czzzb, D ~ 0 , 

ergo 

an 4 aM, | 3 zz 0 , y zz — (M — 6) 2 , 

£zz0, e~0, 5 zz MM — bb y 

atque A zz M (M — 6) 2 ; 

unde integrale completum in his aequationibus continebitur: 

(MM — bb^p — (M — by q z=z ±2 (M — 6) y M (a-\~bpp') , seu 
(M-f-6)p — (M — b')qzzz ±2 ]/M(a-h-bpp) et 
(M-+-6)<7— (M — 6)pzzn^ 2 ]/M (a -hbqq)* 

Exemplum 3 . 

631 . Invenire integrale completum hujus aequationis diffe- 

“rtMis + ±Vf^M T) = °- 

Sumto X-P, y-q t erit Aza, BzO, CzO, D -46, E" 0 , 

ergo 

ctz:4 «M, (3 zr 2 a 6 , y — — MM; 

% — — b b, e — b M, JuMM, et 
A m M 3 a b b; 

unde integrale completum 

2 ab 4*MM/; -i-bMpp — |— <7 ( — MM 4-2 bMp — bbpp ) zz 

Zt 2 ’/ (M 3 4 -abb^a 4- 3 ) 
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sive 

2 a b -f- M p (M -f - &/>) — q (M — 6/>) 2 zz z+2 )/(M 3 - \-abb ) (« ■+• b /> 3 ) 
et 

2 ab -i-Mq (M -+-bq') — -p(M — 6 </) 2 zz 2 j/(M 3 a b U) (a •+ b </ 3 ). 

Exemplum 4. 


632. 
rentialis 


Invenire inlegrale completum hujus aequationis ilifft - 

dp | r)q 

V (o < 


;t V (a 6 f>\) 

Posito x~ :p t y-q, 


b( i *) 


ZZ 0. 


~(j , erit Az Bz 0 , CzO, DzO , E ~b, 


ergo 

azz-4«M,[3zzO, y ~ A a b — M M , 

£ zz 4 6 M , e zz 0 , 5 zz M M 4 a b, et 
• A — M 3 — 4abM; 
unde integrale completum 

(M M -f- 4 a 6) p -f- q (4 « 6 — M M -4- 4 £ Mpp) zz: 
+-2 ^ M (M M — Aab){a^b p «) 
(M M -f- 4 a 6) q -f-p(4 a b — M M -f- 4 b M q q) zz: 
± 2 / M ( j\l M — Aab)(a-+-b </*). 


Exemplum 5. 

63 3. Invenire integrale completum hujus aequationis diffe- 
rentiatis r ~Z 6\ -f- u. v ? V r ~ G Z — 0 . 

± V (a-+- 6 p 6 ) T ^ y (<i -j- i q 5 ) 

Ponatur x zzz p p et y~qq, atque aequatio nostra generalis 
induet, posito A zz 0 , hanc formam 

Jt£ , y. — q 

' +/(a B-f- C q q -fr-a D q*-+-¥. q*) 

Fieri ergo oportet B z | a, CzO, DzO et Ez b\ unde cocfficien- 
tes ita determinantur 

a zz — a « , |3 zz a M, y zz — MM, 

£ zz 4 6 M, e — 2 a b t £ zz M M , et 
A zz M 3 -f- a a b ; 
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ergo intcgrale completura 

«M -\-M'Mpp-\-2 abp*~\-qq( — MM-|— 4 abpp-\-4b\ip*') “ 

■±L 2 pY (M 3 -f -aab')(a-\-bp (> ') 

sire 

rtM 4-MM77 -f- 2 abq*-\-pp( — MM+4 abqq- 4 7 4 ) — 

-±2q^ (M 3 -}-aai) 


C o r o 11 a r i u m. 

3 

6 3 4. Si sumatur constans M“— \/aab % ut sit M 3 -Hrta6“0, 
prodibit intcgrale particulare, quod ita se habebit 


PP = 


3. 2 3 3 3 3 

-,/ a pv 6 -f-^a ,/a 

* K t seu a a — : r~ * r t 


q q Y b -f- Y a 


3 3 

a q qV b — V a 


y seu 77= 3 3 

a ppY b — Y a 


quod aequationi differentiati utique satisfacit. 

Problema 82. 

6 3 5. Proposita hac aequatione differentiati 
dj> , d q 

H- -f- O f p -t- cp4 -(- e p f ') ' Y (a -r b q q 4- c <?•* 

ejus intcgrale completum algebraice assignare. 


. q 6) 


~ 0 


Solutio. 


Aequatio praecedens diffcrentialis algebraice integrata ad hanc 
formam reducitur, ponendo x—pp et y~qq , atque A~0; 
prodibit enim 

d p i 9« _ 0 

2Z V (□ 1J C P p -+- i D f>4 F. pV) ' + Y (a U C q q -f- i D q\ E q<>) 

Quare tantum opus est ut fiat 

An 0, B m £ a , C ~ b , D " j c , E ~ c, 

unde coefficientes a, fl, y, 5, e, £ ita definientur 

52 


Digitized by Google 


410 


CAPUT VI. 


a zz — a a, (3 ~ a (M — b ) , y ~ — (M — , 

% — 4 e M — c c > e “ c (M — b) -+■ 2 ae, — JM M — bb -+- a e, 

A ~ M (M — b ) 2 ac M — a b c a a c “ 

(M — b ) 3 -f- b (M — b ) 2 -j- a c (M — b) -f- a a e ; 
# 

hincque integrale completum ob constantem M ab arbitrio nostro 
pendentem, erit 

(3 H-~ 5 p p -j- e // 4- 7 7 (y - 4 - 2 £ p p -{- £ /> 4 ) =z 

2 /; |/ A (rt 6 p 2 -f- c -4- c p 6 ) 

P 4“ ^ q q -j- £ q k -+- p p (y -4- 2 f q q -f- £ r/ ‘) = 

-+- 2q j/ A (« 4- ^ f/ 2 + r -f- e 7 6 ) , 

quae binae quidem aequationes inter se conveniunt, sed ob ambi- 
guitatem signorum in ipsa aequatione dillcrcntiale ambae notari de- 
bent, ambiguitate inde sublata. Utrinquc autem haec aequatio ra- 
tionalis resultat 

0 = « “f" 2 p (p p q q) -h y (p k -f- q A ) -f- 2 3 p p q q 

-h 2 epp q q (PP -h q q) 4- 4 p' y*. 

Corollarium 1. 

6 3 6. Si constans M ita sumatur, ut fiat A “ 0, obtinetur 
integrale particulare hujus formae q q — J, quod etiam a po- 

v/ " f I 1 

steriori cognoscere licet. Ut enim satisfaciat sumi debet 
a G 3 + + f EEG-f< E 3 z=r 0 ; 

uitde ratio E:G definitur, tum vero invenitur f z — G et denique 

JJ — c E G — 1 >» K F. ? <1 (r G - f- ? b E (J-f «Kt 

u G ' d £ 

Corollarium 2. 

63 7 . Constans M ita mutetur, ut sit M — b ^ , fietque 
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. tt a 

a = — aa, (3 — ~i' Y = 

% — i b e — c c~y- yj - , £ — jj-b 2 ae, d — — 
A — j 6 (a -f- bff -f- cf x - 4 - ef 6 ) , 


a a 

7 4 '' 


+* 


^ a b 

77 


+- ne. 


et 


et aequatio intcgralis erit 

a af /-}-• a (a -4- 2 bff-+-cf K )pp-\- aff (c - {-2 tf \ f) p* 

—qq [a a — 2 a//(c 2 e//') /> p -+-f f i \ccjf~\ b ef f — A ae)p k ) 

— rt 2 «//> ]/ (« bff -f- c/ -i -t- e/* 6 ) (a b p p c p* cp s ) ; 
unde patet posito p ~ 0 fore q q — f f 


Corollarium 3 . 

6 3S- llacc aequatio facile in hanc formam transmutatur 
«//(« -4- &/>f> -1- c/> 4 -\-ep ( ) -h a PP (« 4- bff-f cf { 4 - e/ 6 ) 

— 77 (“—cffiTY “* (JT—PP) 2 ^ effppqq (aff v- aj)p -+■ ^/ 77 vO 

— 4; 2//> j/ a(a~hbff ~\-cf x -h e f 1 } a(a -i- b p p c p x -r- e/i 6 ) ; 

mule statim patet si sit e ~ 0 , fore hanc aequationem , radicem 
extrahendo 

f \/ a ( a -+- />/)/> -+- c/i 4 ) : t-/i ]/ a (er. -f- &// c/ 4 ) — q (a — cffpp ) 
quae est intcgralis completa hujus diffcrentialis 

il i ii — 0 

4 (a — f- r> f p -4- c j>4) 1 nt ^ (° ”t~ ^ ^ "t~ c 

prorsus ut supra jam invenimus. 


Corollarium i. 


6 3 9. Simili modo patet in genere, quando e non evanescit, 
intcgralc completum ita commodius exprimi posse 

[f V a <4+* bpp -t- cp k i-e/i 6 ) 4/i j rt (a b ff -r-cf^ -f- e f 6 ) )” — 
qq (a- cffpp) 2 -i-aejfpp i/f—pp) 2 —4effpp q q <aff +- ctpp 6/7flP) , 
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CAPUT Yt. 


quae ergo cum posito p — 0 fiat q respondet huic functio- 

num transcendentium relationi 

±: n : P it n : q zzz -±_ XI : 0 -±: II : f. 


S c h o 1 i o n 1 


6 4 0. Genera igitur functionum transcendentium, quas hoc 
modo perinde atque arcus circulares inter sc comparare licet , in 
his binis formulis integralibus continentur 


f vJT 


d z 


n et fv 


-f-alJz-f-Czz-4-!inz3-f-E z4) w J V (a ~r~ b z z — r— c z4 -f- c z 

neque hacc methodus ad alias formas magis complexas extendi pos- 
se videtur. Neque etiam posterior in denominatore potestates im- 
pares ipsius z admittit: nisi- forte simplex substitutio reductioni ad 

illam formam sufficiat. Facile autem patet hujusmodi formam 

dz 

V (A. -+• a B * -J- Cz z -J— . D zi -t- E z ■* -f- F z > -t- O zfi) 5 

hac methodo tractari certe non posse, si enim cocfficientes ita 
essent comparati , ut radicis extractio succederet , talis formula 

f a j' ~b z ~TTz~ r sx prodiret, cujus integratio, cum tam logarithmos 
quam arcus circulares involvat, fieri omnino nequit, ut plures hu- 
jusmodi functiones algebraice inter se comparentur. Caeterum prior 
formula latius patet quam posterior, cum hacc ex illa nascatur po- 
sito A zn 0 , si z z loco z scribatur. De priori autem notari me- 
retur , quod eandem formam servet , etiamsi transformetur hac sub- 
stitutione 3 — ; prodit enim 

r ((3 7 — q $ ) 3 y 

•'$>'' L-v (,7-M y)-' -+-••* B (a 4- (3 y) (y -f- 6 yji -+- C (a-f- ? y) J (7 -f- 4 y) 2 7 * 

C -t-a U («4- (3 y)i (7 -f- E (a -4- P ] S 

ex quo intclligitur quantitates a , |3, y , ita accipi posse, ut po- 
testates impares evanescant. Ycl etiam ita definiri poterunt, ut ter- 
minus primus et ultimus evanescat, tum enim posito g"uu, ite- 
rum forma a potestatibus imparibus immunis nascitur. 


Digitized by Google 


CAPUT VI. 


413 


S c h o 1 i o n 2. 


641. Sublatio autem potestatum imparium ita commodissime 
instituitur. Cum formula 


A + 2Bs-f Cs3-|-2D: 3 -f £ z l 


certe scmper habeat duo6 factores reales, ita exhibeatur formula 
integralis 



d z 

(a — f- a bz -f- c z z) (f — j— a g z — j— b z 




> 


quae posito 


g-f- P y 

y — f- S y ’ 


abit in 



ubi denominatoris factores evoluti sunt 


(« y y + 2 iay+ftta) + 2 («y3 -+- ba.5 bfi y-hccifi) y 
— j— (« 5 5 — }— 2 b |3 $ c |3 j3) */ y 
C/y y + 2 </«y -j- ha a) -f- 2 (/y5-f- -{- sr(3y + Aa|3)i/ 

-f~ C/*5 ^ ~b* 2 g p 5 -f- A p (3) j/ j/ 
quodsi jam utroque terminus medius evanescens reddatur, fit 

6' — & 7 — c g — g y — ha 

fi ay-\-ba /7-t-ga ’ 

hincque 


&/yy + (bg-+-cf)ay + c 9 acL = a( jyy H- C ah -f- bg)cLy + bha.cc 


seu 

y Y — 

unde fit 


(ah — cf) ay (b h — c g) a a 
*>j — ag 


y_ a b — ef + V f (ah — c /) 3 4- 4 (bf — o g) (bh — e g)] 

g a (bj — ag) 

Hinc sufficere posset eas tantum formulas, in quibus potestates im- 
pares desunt, tractasse, id quod initio hujus capitis fecimus, sed si 
insuper numerator accedat, haec reductio non amplius locum habet. 
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CAPUT VI. ' 


Problema 83 . 

6 4 2. Denotante n numerum integrum quemcunque, invenire 
intcgrale completum algebraicc expressum hujus aequationis diffe- 
rentia iis 

d y »3x 

A -f- Cyy-y- *QyS -j-ilyt) V (A-f-slix C ac* -+-E*4}‘ 

# 

Solutio. 

Per functiones transcendentes intcgrale completum est 
II : y zz: n Et : x -j- Const. 

At ut idem algebraicc expressum eruamus, posito M — C~L, sit 
per formulas supra (6 2 7.) inventas 

and (AC — BB-j-AL), (3ndAD-J-2BL, y n 4 AE— LL, 

(CE — DD 4-EL) , £~ 4 BE+ 2 DL, 5 ndAE 4 - 4 BD-d- 2 CL+LL, 

ct 

A — L 3 + CL 2 -+- 4 (BD — AE) + 4 (ADD -f- B B E — ACE). 

Quibus positis si fuerit 

p-y-dp-t-epp h q (y -+- 2 e p -t ■ % p p) nn 

2 )/ A (A + 2 B p -+- C p 2 -+• 2 D p 3 -t- E p 4 ) 

fi -f- 5 <7 -f- £ q q -t- p (y -f- 2 £ q -+- £ q </) nn 

— 2 / A (A + 2 B q -4- C q 2 -t- 2 D ( / 3 -f- E </*) 

erit II : (/ n II : /j 4- Const. 

Cum autem hac duae aequationes inter se conveniant, et in hac ra- 
tionali contineantur 

* ~h 2 fi (p -4- 7) -f- V (P P •+■ 7 7) 

-t- 2 ri P q -h 2 £ P 9 (p -j- r/) -j- £ p p q q =n 0 

•i sumamus, posito p ~ a fieri q ~ l> , constans illa E ita definiri 
debet, ut sit 


/ 
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at 4- 2 |3 (a -4- b) 4- y ( a a -f- b b) 

2. h a b 2 i a. b (a. b) / a a b b zzz. b y 
• * » 

eiitque 

n : r/ — II : p -f- T1 : b — FT : a; 

ubi jatn nullum incst discrimen inter constantes et variabiles. Pona- 
mus ergo p~b y ut sit 

U:q =: 2 U:p — II : a 

atque huic aequationi superiores acquatioues algebraicae conveniunt, 
si modo quantitas L ita definiatur, ut sit 

a 4- 2 j 3 (a -f- p ) 4- y (a a -4- p p ) 

: -J- 2 5 a p 4-2 ea p (a - 1 - p ) 4 - % a a p p — 0 , 

unde deducitur 


| L (pi — py — A 4- B ( a />) 4- C a p 4- D a p (a p ) 4- E a app 

4-4/ (A ^ ‘ 2 Ba vCtfd i- 2 Da *-+ Ea 4 ) (A +- 2 Bp r C pp 2 Dp 3 4- Ep 4 ). 

Hoc ergo valore pro L constituto, indeque litteris a, (3, y, 5, e, 
£ per superiores formulas rite definitis, si jam p et r/ ut variabi- 
les, a vero ut constantem spectemus, erit haec aequatio 

a 4-2f3 {p 4 - <j) 4- y {np -j- <7 y) 4- 2<V<7 4- 2 £/>7 (/; 4- y) 4- typqq — 0 , 

integralc completum hujus aequationis’ difierentialis 

fi <7 » <3 p 

V (A — t** a Jti ij — p- C ij <j —j— 2 1 ) i 4- k.17 <) V ( A_-j~ 2 ii p 4 ~ C p p 4— 3 I) p t 4 ~ 

Postquam hoc modo <7 per /j definivimus, determinetur r per hanc 

aequationem 

a +2(3(y ~f“ r ) -hy(< 7<7 -f-rr) 4-25yr + 2 eyr(y +r) +£ 77 rr ~ 0 , 

erit 

II : r — II : 7 zn II : p — II : a , 

quoniam, posito q~a e‘. r~p , littera L, quae in valores a, 
j3, y, f) £ ingreditur, perinde delinitur ut ante. Quare cum sit 

II : 7 m 2 II : p — II : erit II : r — 3 II : p — 2 II : a ; 
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unde sumto a constante, illa aequatio algebraica inter <7 et r, dum 
<7 per praecedentem aequationem ex p definitur, erit integrale com- 
pletum hujus aequationis differentialis 

dr 3dp 

V (A -+- a Ji r -f- Crr+jDr3 + Er4) V (A-+- a B p Cp p -f- iDpi 

Hoc valore ipsius r per p invento, quaeratur i per hanc aequa- 
tionem 

a. - f- 2 ( 3 (r -f- s) -f- y (rr ss) -f- 2 tirs -f- 2 ers ( r -{-$) -4 -%rrss zz 0 , 

retinente L semper valorem primo assignatum, eritque 

II : f — II : r zz II : p — II : a , seu IT : s zz 4 II : p — 3 II : a 

unde ista aequatio algebraica erit integrale completum hujus aequa- 
tionis differentialis 

9_i 4^ p 

V (A -f- a ii s -HCss-f-aDs3-f-Ks-q V (A -f- 2 lip-f-C p p-+- a D p1-+-l.p »)' 

Cum hoc modo quousque libuerit progredi liceat, perspicuum est , 

ad integrale completum hujus aequationis differentialis inveniendum 

3z %d p 

V (A -4-aBz-f-Czz-H*Dz3-i-E»4) V (A -f- a lif Cp f-f-a DpS-f- Ep+)‘ 

sequentes operationes institui oportere. 

1 . ) Quaeratur quantitas L , ut sit 

1 L (p — a ) 2 ~ A -+- B (a -+- p) -h C ap -4- D a p (a p) E a a p p 
Y (A-|-2Ba-f-Caa-f-2Da 3 -f-Ea' i ) (A-t 2Bp -t- Cpp-+-2 Dp 3 -f- E//) 

2. ) Hinc determinentur litterae a, p, y, 5, e, £ , per has 
formulas 

azz4(AC — BB-t-AL), |3;=4AD-t-2BL, q/ZZ4AE — LL, 

£zz4(CE — DD-f-EL),rzz4BE-f-2DL, 5ZZ4AE-4-4BD-+-2CL+LL. 

3. ) Formetur series quantitatum p,qr,r,J,/, q u *' 

rum prima sit p, secunda <7, tertia /• etc. ultima vero ordine n sit 
x, quae successive per has aequationes determinentur 


CAPUT VI. 


4 IT 


*^$(pA-q)A-y(pp-\-qq')-l-2$pq-\-2epq(p-lt-q)-\-Zppqq—0 

*+2P(l-^)-l-y(W-hrry-i-2?qr-\-2Eqr(q-i-r)-\~l;qqrr — 0 

a -f-2P(M--0 -f-y(/v-+-M) -f. 2$rs-i~ 2 ers (r-Ks) -\~%rr ss=z 0 

etc. 

• i .1 

donec ad ultimam z perveniatur. 

• * * 

. 1 j • • * , 

4.) Relatio quae hinc concluditur inter p et z erit integrate 
completum aequationis differentialis propositae, et littera a vicem 
gerit constantis arbitrariae per integrationem ingressae. 

Corollarium. 

643. Hinc etiam integrale completum inveniri potest hujus 
aequationis differentialis 

m dy n a x 

7 V^A a B » -i~C Dx* 4- Ex*) * 

designantibus m et n numeros integros. Statuatur enim utrumque 

membrum — y ( a - falTu -t- c jT*TYd «» + £«*)» et q»»*™*»* relatio 

tara inter x et u , quam inter y et u; unde elisa u orietur aequa- 
tio algebraica inter x et y. 

S c h o 1 i o n. 

* 4 . 

644. ^ Ne hic extractio radicis in singulis aequationibus repe- 
tenda ambiguitatem creet, loco uniuscujusque uti conveniet binis per 
extractionem jam erutis. Scilicet ut ex prima valor q rite per p 
definiatur, primo quidem habemus 

a — p — S P — 

. , , y-i-ztp+tpp -• » 

tum vero capi debet 

2j/A(AH-2B<7-f-C<7<7-t-2D9 3 4-E<7 4 );ii; 

— P — Sq — f qq— p {y -+- 2 z q -f- £ q q) : 
sum lique modo in relatione inter binas sequentes quantitates investi- 
ganda erit procedendum. Caeterum adhuc notari convenit numeres 
integros m et n positivos esse debere, neque han* investigatio- 
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nem ad negativos extendi, propterea quod formula dtfereutiaiis 

• dz t posito s negativo , ; naturam suam 

y'(.\+jBz + C**4-»D* , + Esi *) _ . • • • r .u. r 

mutatr- Interim tamen cum hanc aequalitatem ... 

II • x -f- II : y — Const. • J 

supra algebraice expresserimus, ejus ope qp«,ue ib casu* resolxi 
possunt, ubi est m.vcl n numerus negativus: si enim ,fuer>t. 

II : z zzz. n II : p -t - Const. . 

• • •• •• • 

quaeratur i/, ut sit . . . L • • . . . 

n : y n : z — Const* 

eritque ’ 

XI \ y — — n II : /> + Const. 




Problema . 84. 

• 6 46. Si II : z ejusmodi functionem transcendente» ipsiw z 

denotet, ut sit . _ . . _ 

.W. : ? "~y~J V (A-f-a B* + Czs+jDz’ +£* 4 ) 

comparationem inter hujusmodi functiones investigare. 

Solutio. 

Ex concientibus A, B, C, D, E, una cum constante arti- 
txaria L determinentur sequentes valores 
«- 4 (AC— BR-t-AL) , p ~ 4 A0 h2 B L , 7 - A AE-LL , 

/r 4 (CE — DD-<-EL) , e = 4 BE -t-2 DL , S =: 4 AE-f -4 BD +-2 CL- 4 -LE, 

et inter binas variabiles x et y haec constituatur relatio 

A-t- 2 $Ix+y)+ ycxx+yy) +2*xy +2exy(x+-y) +Z ) xxyy— 0 , . 

crit< * ue * ax d± - 0) - 

V (A-4- a B*-+-C**H-*D*" V (A-*-a«y+C7> + aDy*-t*l£7*) - 

pro qua sine ambiguitate habetur - 

( 3 -hSx+ex x+y(y + 2 sx^x r)z2 /A(A-i -2 Rar^Carrr-^D* +E* ) 

2j/A(A-t-2By-i-C2/j/-+-2Dy -+-Ei/ ) 

existente . 

— AE)LH- 4 (ADD 4 tBPE — ACE). 
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Quare si ponamus « ' \* 

, 9>f*-+-Sg3'-4-gj <, -*-g>:>' , 4--gy*) _ » y ./A 
VCA-f-aBx-J-Cxx-f-aDxJ-hEx 4 ) / (A-+-aB^-+-C>>-+-aD,? 3 -+-E> 4 ) ' * 

ut sit '*•,■->- .> 

II : x -f- II : y zzz Const. -f- 2 V y/ A* erit 

a*[>-B(*- > )-4-(T(x*-y»)-4-J)(*'- J y»)-h(2Cx4- > 4)3_„ -^ r ,/ A . _. 4 

,7 (a-^Ib x -FcTx -H a D x 3 -H E* 4 ) ' . “ 2 ^ V A , SeU 

a v 3xfg («— y)-hg(**—.y*)-ht>(** — y*)-f-gCJ 4j -y*)V 

° v .1 ;•( 

Ponatur nunc x -+- y z=z t eix y — u , et quia d x -f- d y =r d t 
ct x d y y d x erit d x — x * > seu ( x — y) d X 

m: xdt —rd m, tum vero eat x z zz ^ (\t t — u ). . At his 

positionibus aequatio Assumta induit hanc formam • . .. 

a 4- 2 P t -f - y 1 1 -f- 2 (5 — y ) u -f- 2 e t u £ m u = 0 , 
unde fit differenti ando 

. cr gP 

* ' a l = -=±^j^±M, et • , ;; ■> e„ 

0. • •. n ,; Te 

XOl £ 7 « P_j_*yf_|_ £U 


^ — 9 u fP -f- $ x -4- t xx -f-y (7 ~h a t x -j- f * x)} 

XOt OU — - . . ‘ P-H7 t r-H * » 


aicque habebimus . . - * *. 

9 x (x — >) 


— 9 u 


t * 


t. A 

<. .;r 


ergo 


P -+- i x i x x -H y (y -f- a t x x X) 0 P -+- 7 t -h t u ’ 

— du[*-h<£t-hV(tt-u ) -+-<lt (tt-iu)) s<;u 

t . ° , o!j ni m :.o,I .T.: > 

[g 5 - 4 -g>-h^CM-«)-f-g/c^-r“) 3 . . ...... 

* •. t^OViUL-- '• [ ; $ — 7 4 -rf-f-Jtt ' w * ’ ' ( ‘ 

Est vero aequatione illa resoluta 

-p- f U ^V (p P-g^H- * (77H-P t-^V 1-70, « «1 8€U 

r — •> « ■» •• *Jr (< „< 

— p — t u -+-ay' A (A— t~*Lu -f-Euu) 

( ~ 1 1 * “ 1 ——— J ‘.2 V 

) . — y ' » *•■;.•• • 

unde conficitur 

d v — JVACA-t-Lu-t-Eirsy * 

ideoque 

„ L . vr y, /*9u[«- 

»V(A-f-L«-f-E»») 


r 3 


- ~ . ‘’Vau[ 5 »-+-gfH-t>Cff~«) 4 -gt(ft-au)j . 

II : x -f- U : y m Const. — J — 


Digitized by Google 


420 


CAPUT VL 


I 


Vel cum reperiatur 

y 

quae expressio abit in hanc 

— (J — y) — tf-J-aVACL-f-aDf-f-EfO 

unde fit 


° *VA(L-+-C-4-aDf-+-Effj 

sicque habebimus per t 

n:*+n:*=Con a , , 

quae expressio, nisi sit algcbrarca, certe vel per logarithtnos , ret 
areus circulares exhiberi potest. Tum vero post integrationem tan- 
tum opus est, ut loco t restituatur ejus valor x-f-y. 


Corollarium 1, 

646. Si velimus, ut posito xz^ia fiat y~b; constans L 
Ha debet definiri, ut sit 

£ L (6 — - a)* — _ A -f-B (ct -f* b') — f— C cib D<i6 (a-f-W+Eaoii 

± }/(A-+- 2 Ba +- Caa-t-2 Da 3 -»-Ea*)<A 2 B6 h-C66-+-2D6 3 -+ E6*) , 
tum igitur constans nostra erit zzz II ; a -4- II : b, ifllegrafi postre- 
mo ita sumto , ut evanescat posito tzia-f-i. 

r 

Corollarium 2. 


647. Eodem modo etiam differentia functionum II :x — IT :y 
exprimi potest, mutando alterutrius formulae radicatis signum, quo 
pacto formularum differentialium signum alterius convertetur. 

• i - • m 

Corollarium 3. 

6 4 8. Qvantitas V comparationi harum fiinctioitum iirservien6, 
erit algebraica, si haec formula differentiatis 

'y-f -if-f-ffQ-t-gffl & — 7)-+-s«M-£ 

{Y tL-hC-f-aDf-f-Eff) 

integrationem admittat ; quia altera pars ($$ 2 € 0 per 

•e est integrabilis» , 


s. 
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CAPUT VI. 
S c h o 1 i o n. 


6 49. Hoc ergo argumentum plane novum de comparatione 
hujusmodi functionum transcendentium tam copiose pertractavimus , 
quam praesens institutum postulare tidebatur. Quando autem ejus 
applicatio ad comparationem arcuum curvarum, quorum longitudo 
hujusmodi functionibus exprimitur, erit facienda, uberiori evolutione 
erit opus , ubi contemplatio singularium proprietatum , quae hoc md- 
do eruuntur, eximium usum afferre poterit. Commode autem hoc 
argumentum ad doctrinam de resolutione aequationum differentialium 
referri videtuf, siquidem inde ejusmodi aequationum integralia com- 
pleta et quidem algebraice exhiberi possunt, quae aliis methodia 
frustra indagantur. Hunc igitur huic sectionis finem faciet metho- 
dus generalis omnium aequationum differentialium integralia proxime 
determinandi. 
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P roposita aequatione differentiali quacunque , ejus integrale comple- 
tum vero proxime assignare. 


Solutio. 

Sint x et y binae variabiles, inter qnas aequatio difFerentialis 
proponitur, atque haec aequatio hujusmodi habebit formam ut sit 
^ — V , existente V functione quaecunque ipsarum x et y. Jara 

cum integrale completum desideretur, hoc ita est interpretandum, 
ut dum ipsi x certus quidem valor puta x — a tribuitur, altera 
variabili», y datum quemdam valorem puta y ~ b adipiscatur. Quae- 
stionem ergo primo ita tractemus, ut investigemus valorem ipsius y, 
quando ipsi x valor paulisper ab a discrepans tribuitur, seu posito 
a:zn«-l-w, ut quaeramus y. Cum autem o) sit particula mini- 
ma, etiam valor ipsius y minime a b discrepabit; unde dum x ab 
a usque ad a -f- u) tantum mutatur, quantitatem V interea tanquam 
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constantem spectare licet. ,y Quare posito- Hc~a et y~b fiat V“A, 
et pro hac exigua mutatione habebimus :rz A, ideoque integran- 
tlo yzzzb- \r- A (x r — a),, ejusmodi scilicet constante adjecta, iit po- 
, aito x.zzz. a fiat yizzb. Statuamus ergo .xzza -f- w , fietque 
y — 6 — f— A oj. Quemadmodum ergo hic ex initio datis 

x zzz a et y zzz b , proxime sequentes x “ a w et yri + Au 
invenimus, ita ab his*' simili modo per intervalla minima ulteriut 
progredi licet,, quoad tandem ad valores a primitivis quantumvis re- 
motos perveniatur. Quae operationes quo clarius ob oculos ponan- 
tur , ‘ sequenti modo successive instituantur- 


* Ipsius 

X 


y 

y 


valores successivi 


a , af , a", a!" , a IV , 

b, b', b ", b"' t 5 IV V 
A, A / , A", A"', A IV , 


, . . . / ar , x 

• - 'y> y 

"V, V.. . „ 

» . « . 


* 


* * 

: Scilicet ex phimis * X zz a et j f nz b datis, habetur VizrA; tum 
* vero- pro secundis erit 6' nr & -f- A (a' a) , differentia af — a 
minima pro lubitu assumta. Hinc ponendo arzzr/ et y zn b' col- 
ligitur VmA / , indeque pro tertiis obtinebitur b" —b* -+- A? (ct" - a ) , 
« ubi posito /a; — d' et y zz: b" ; invenitur V “ A". • Jam pro quar- 
tis habebimus b"' ~ b" — f- A" iaf // • — a // )y hineque ponendo x~ a //f 
et y ~ b //f , colligemus V “ A x// , sicque ad valores a primitivis 
quantumvis remotos progredi licebit.. Series autem prima valores 
ipsius x successivos exhibens pro lubitu accipi potest, dummodo 
per intervalla minima ascendat vel etiam descendat- 


. . .. ; , . , , Car ollarium j t.. .. . 

651. Pro singulis ergo intervallis minimis calculus eodem. mo- 
do instituitur, sicque valores, a quibus sequentia pendent, obtinen- 

% 

tur. Hoc ergo modo • singulis pro x assumtis valoribus, valores 
respondentes- ipsius y assignari possunt. 
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■ i . >. »' Corollarium • 2, " 

65 2. Quo minora accipiuntnr intervalla, per quae valorei 

' ipsius x progredi assumuntur, eo accuratius valores pro singulis 

eliciuntur. Interim tamen’ errores in singulis commissi, etiamsi sint 
• ••• . « , » 
inulto minores, ob multitudinem coacervantur. 

{ j I . ■ > •• • • •*/> . * * ' 1 

* .Corollarium 3. . » 

6 5 3. Errores autem in hoc calculo inde oriuntur, quod ia 
singulis intervallis ambas quantitates x et y ut constantes specte- 
mus, sicque functio V pro constante habeatur. Quo magis ergo 
▼alor ipsius V a quovis intervallo ad sequens immutatur, co majo- 
res errores sunt pertimescendi. c ‘ , 

S c h o ii o n 1 . 

• t • i • » • 

6 5 4. Hoc incommodum imprimis occurrit, ubi ralor ipsius 
V. vel evanescit vel in infinitum excrescit, etiamsi mutationes ipsis 
x et y accidentes sint satis parvae. His autem casibus errores sal- 
tim enormes sequenti modo evitabuntur : sit pro initio hujusmodi in- 
tervalli xz ~a et yzzib, tum vero in ipsa aequatione proposita po- 
natur xzzza- f— oj et yzz:b ut sit |-~:zzV, in V autem ita 

fiat substitutio x zzz a -f- w et y zzz b -f- vj/ , ut quantitates w et 
vj/ tanquam minimae spectentur, rejiciendo scilicet altiores pote- 
states prae inferioribus, hoc enim modo plerumque integratio pro 
his intervallis actu institui poterit. Hac autem emendatione vix un- 
quam erit opus, nisi termini ex ipsis valoribus a et b nati se de- 
struant. Vcluti si habeatur haec aequatio jp — — ^ — , ac pro 
initio debeat esse xzzla et yzzza\ jam pro intervallo hinc inci- 
piente ponatur x ZL a -+- w et habebiturque | ^ — — - a 

.eu 2 u 3\|/— 2vi/94/=:«a( 1J> eeu 3 0 ) — ‘“J 

per e « z: 1 — 7 multiplicatu et integrata praebet 

(1 -V) « = =?/(* » ’ 
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quia posito co — 0 fieri dehet \Jy _ — 0. Hinc ergo habetur 

w » seu a C a ' — a) zzz — ( b y — b) 2 , existente 

b-a ; unde colligitur pro sequente intervallo b' z b -+- «(«'-a), 

quo casu patet valorem x non ultra a augeri posse ,quia y fieret 
maginarium. 


S c h o 1 i o n 2. 


66 5. Passira traduntur regulae aequationum differentialium 
mtegralia per series infinitas exprimendi , quae autem plerumque hoc 
▼itio laborant 3 ut integralia tantum particularia exhibeant, praeter- 
quam quod series illae certo tantum casu convergant, neque ergo 
.aliis casibus ullum usum praestent. Veluti si proposita sit aequa- 
tio d y -f- y d x “ a x n d x, jubemur hujusmodi seriem in genere 
fingere 


y=zAx a -\-Bx a + * 4- C x a + * -4- Da; a ^“ 3 -f- E* a ri-4-t-ete. 


qua substituta fit 


aAx a * H-(a-hi)Bo: a -t- .(a-i-2)Ca; a + , -+-(a-H3)Da; a + 9 -4-etco 

^ A -+• B C H-etcAzO 

— ax 11 \ 

Statuatur ergo ct — 1 — n , seu azzTz-f-l, eritque A — j tum 

vero reliquis terminis ad nihilum reductis 

B = „-=^,C=r^5 5) D- ; =^, etc 

«icque habebitur haec series 


ax n ~+~ l ax n ~*~ 7 a r"+3 

y . i 

n-\~i (ri- (-i) (rt-f-2) ^ (Vt4-i)(n-f-2)(«-+-3) 

ax n ~+~ 4 

(/z-f-t) («+■<«)(« -f-3)(n-h4) CtC ‘ 

Verum hoc integrale tantum est particulare, quoniam evanescente*, 
simul y evanescit, nisi ?i- f - 1 sit numerus negativus; tum vero haec 
series non convergit, nisi * capiatur valde parvum. Quamobrera 

54 
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hinc minime cognoscere licet valores ipsius y qui respondeant ya 
loribus quibuscunque ipsius x. Hoc autem vitio non laborat metho 
dus , quam hic adumbravimus , cum primo integrale completum prae 
beat, dura scilicet pro dato ipsius x valore (datum ipsi y valorem 
tribuit, tum vero per intervalla minima procedens, semper proxime 
ad veritatem accedat, et quousque libuerit progredi liceat. Sequenti 
autem modo haec methodus magis perfici poterit. 


Problema 86. 


6 5 6. Methodum praecedentem, aequationes differentiales pro- 
xime integrandi, magis perficere, ut minus a veritate aberret. 

Solutio. 

Proposita aequatione integranda |~zr:V, error methodi supra 
expositae inde oritur, quod per singula intervalla functio Y ut con- 
stans spectetur, cum tamen revera mutationem subeat, praecipue 
nisi intervalla statuantur minima. Variabilitas autem ipsius V per 
quodvis intervallum simili modo in computum duci potest, quo in 
sectione praecedente §. 321. usi sumus. Scilicet si jam ipsi x con- 
veniat i /, ex natura differentialium ipsi x — /i 5 x vidimus con- 
venire 

y — n 3 y + 3 9 y - 3» y -t- etc. 

qui valor sumto n infinito erit 

nn d d y n3 33 y n4 j)4 y 


y — ndy . 

Statuatur jam x — nd x rzz a et 
y — ndy 


nndd y 


I. 9 


I. 2. 3. 4 

n3 33 y n4d*y 
1. 9. 3 • 1. 9. 3.4 


etc. 


— etc. zz b , 


hicque valores in quovis intervallo ut primi spectentur, dum extre- 
mi per x et y indicantur. Cum igitur sit fiet 

u . (x-a)dy (x— o) a 33> (* — a)3 93 y (x— a)4 34> 

y — 3x T.Td* " - 1 " * 1.9.38*3 - 9 . 3 . 48 * 4 - etC ' 
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quae expressio, : si 'x non inultum superat it y valde convergit, ideo- 
que admodum eBt idonea ad valorem y proxime inveniendum. Ve- 
rum ad singulos terminos hujus seriei evolvendos, notari oportet 
esse zn V , hincque Cum autem V sit functio ipsa- 

rum x et t/, si ponamus d V ±z M 9 x -4- N 3 y, ob “ V, erit 
y^r — = M -f- N V , seu exprimendi modo jam supra exposito 
zn (|^)-f-V (?~) , quae eipressio nti nata est ex praecedente 
y^zzzV, ita ex ea nascetur sequens 



Quoniam vero ipse valor ipsius y nondum est cognitus, hoc modo 
saltem obtinetur aequatio algebraica, qua relatio inter x et y ex- 
primitur, nisi forte sufficiat in terminis posuisse y~b. 

Altera autem operatio §. 3 22. exposita valorem ipsius t/, qui 
ipsi x in fine cujusque intervalli respondet, explicite determinabit, 
cura in initio ejusdem intervalli fuerit x ~ a et y zzz b. Cum enim 
hinc posito x zn a-\- nd a } si quidem a et b ut variabiles spec- 
.temus, fiat 

1 3 3 4 + etc. 

quia est n “ , ideoque numerus infinitus , erit 

y — 4 + (* ’>■ * 1 b - -4- fe ~ °> a i < f, 33t 4- etc. 

a ' da 1.2 d a a * i.a.3da3 ' 

Est vero |^zz:V, siquidem in functione V scribatur x~a et \fdb\ 
tum vero iisdem pro x et y valoribus substitutis, erit 

a4 A = (|S-HV (g) -t 

ra = v <££)+* v(^)+(||) [©+▼(£» . 

unde sequentes simili modo formari oportet. Sit igitur postquam , 
scripserimus x ” a et y “ b , 

dy — A dd > — -R -9*2 — p d±y — T 

dx — — D ’a*3 — — 1 

ac valori + w conveniet iste valor 


etc. 
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y — b -4- A (o — f— 2 B o) 2 -4- g C w 3 -f- D 60^ -f- etc. 
qui duo valores jam pro sequente intervallo erunt initiales, ex qui- 
bus simili modo finales erui oportet. 

Corollarium f» 

66 7- Quoniam hic variabiiitatis functionis V rationem habui- 
mus, intervalla jam majora statuere licet, ac si illas formulas A, 
B,C,D, etc. in infinitum continuare vellemus, intervalla quantum- 
vis magna assumi possent, tum autem pro y oriretur series infinita. 

Corollarium 2", 

65 8. Si seriei inventae tantum binos terminos primos suma- 
mus, ut sit ^rz:&-f-Aa), habebitur determinatio praecedens, un- 
de simul patet errorem ibi commissum sequentibus terminis junctii® 
sumtis aequari. 

Corollarium 3, 

66 9. Etiamsi autem seriei inventae plures terminos capiamus r 
consultum tamen non erit intervalla nimis magna constitui, ut w va- 
lorem modicum obtineat, praecipue si quantitates B, C, D, etc. 
evadant valde magnae. 


5 c h o I i o m 

\ 

6 60. Maximo incommodo hae operationes turbantur , si quan- 
do horum coefficientium A, B, C, D, etc. quidam in infinitum ex- 
crescant. Evenit autem hoc tantum in certis intervallis, ubi ipsa 
quantitas V vel in nihilum abit vel in infinitum, cui incommodo, 
quemadmodum sit occurrendum, jam innuimus et mox accuratius 
ostendemus. Caeterum calculus pro singulis intervallis pari moda 
instituitur, ita ut cum ejus ratio pro intervallo primo fuerit inventa, 
quod incipit a valoribus pro lubitu assuratis x — a et y znb, ea- 
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dem pro sequentibus intervallis sit valitura. Cum enim pro fine in- 
tervalli primi fiat 

x :zz a -f- ea zn a' et 

yzz:6-4-Aot)-f-|BGJ 2 -}-^Ccj 3 -f-^Da) 4 -f- etc. — b' , 
hi erant valores initiales pro intervallo secundo, ex quibus simili 
modo finales elici oportet; hic scilicet calculus innitetur perinde lit- 
teris a' et b\ ac prior litteris a et id quod clarius ex exem- 
plis subjunctis patebit. 


Exemplum i. 

* 

6 61 . Aequationis differentiatis ^ y ~ 3 x (x n -f ~cy) inte- 
grate comptetam proxime investigare. 

Cum hic sit V zz; || zz: x n c y, erit differentiando 

d d V 

^i — nx n ~ l -\-cx n -f -ccj/, 
si eque porro 

nz n (n — 1 ) x n ~~ fl -f- n c x n 1 -f- c c x n -f- c 3 y 

zz :n(ri — f)(n — 2 )x n ~ 3 -\-n(n — l*) cx n '~*-\-nccx n ~’ t -+-c 3 x n -+c*y 

ete. 

Ouodsi ergo ponamus valori x zz: a, convenire yzzzb, alii cuicun- 
que valori x zz a - f- co conveniet 

y~~b -\-(ti(cb (c cb -\-c a n -\-na n ~ 1 } 

-f-gC0 3 [c 3 6 -f-cca n -f -nc a n ~ l -\-n(jn — l)a n-5 ] 

-\-±w Ji [c*b-+ c 3 a n -*-ncca n ~ l -hn(n—l')ca n ~~ 3 -b 7 i (ji- f) (rc- 2 )a n ~ 3 ] 

etc. 

quae series sumta quantitate w satis parva, quantumvis promte con- 
vergit,' sicque posito d + uzra' et respondente valore ipsius y~b\ 
hinc simili modo ad sequentes perveniemus, quam operationem r 
quousque lubuerit, continuare licet. 


/ 
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ExempHA 2 . 

662 . Aequationis differentiatis d y zzz d x (x x -4 -y y) i/i- 
tc grate completum proxime investigare. 

Cum hic sit zz: V — x x -}- y y , erit continuo differen- 
tiando 

— 2x-{-2bcxy-\-2y* tt 

Z=z2-\-4xy-±-2x k -h&xxyy-l-6y l 

zz: 4 y •+■ i 2 a? 3 -f- 2 0 x y y -f- 16 x k y -+- 40 xxy z 4- 2Ay* 

=^5 zz 4 0 x 2 -f- 2 4 y 2 -+- i 04a? 3 y-f- 120 xy 3 - f- 1 6 x^ -+- 1 36x 4 t/ z 

-f- 240 x 2 y k -4- 120 t/ 6 . 

Quare si initio sit x~a et y~b, erit 
A zz a a -\-b b 
Bzz2a + 2flai-f-2 6 3 
C zz 2 A a b 2 a k & a a b b 6 b k 
D zz 4 6 -f- 12a 3 -f-20tf66-f-16a 4 6 -f- 40 a ab 3 -f- 24 6 S 

E zz: 40 a 2 -4- 2 4 i 2 -4- 104 a 3 ^ -4-120 ab 3 1 6 a 6 -4- 1 36 a 4 b z 

-f- 240 a 2 b* - 4-120 6 6 , 

unde valori cuicunque alii a?zza-{-Gj conveniet 

i/zz6-4-Aa}-4-|Baj 2 -4- g C w 3 -4- £ D co* -f- E uj 5 -f- etc. 

atque ex talibus binis valoribus, qui sint x ZZ a / et'yzzy, denuo 
sequentes elici possunt. 

S c h o 1 i o n. 

66 3. Quoniam totum negotium ad inventionem horum coef- 

ficientium A, B, C, D, etc. redit, observo eosdem sine differen- 

dy 

tiatione inveniri posse, id quod in hoc postremo exemplo zz 


N 
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xx-+ -yy ita praestabitur. Cum statuamus posito xzna fieri y~b , 
ponamus in genere x zifl-f u et y ~ b -i- \\j , et nostra aequa- 
tio induet hanc formam 

_ ct ct - 4 — b b — | — 2 a oj — |— oj oj -4— 2 b vjy — J — v|/ 

et quia evanescente oj simul evanescit v{/, sumamus 

vjy— aw-f-|3a) ? -h'y aj3 4 - ^ w4 ”i~ e w s + etc. 
hocque valore substituto prodibit 

a-j-2|3w-f-3yto ? -f-4ja) 3 -f- 5 e w* -f- etc. — 
o. a bb -f- 2 a oj -f- 03 oj 

2 a&03 -4- 2 |36a) 2 -f- 2 yfto 3 3 -f- 2 -+* etc. 

-f- a 2 03 2 2a|3a) 3 -4- 2aycij*-f- etc. 

-f- |3 p o)^ 

singulis ergo terminis ad nihilum reductis fiet 

a“aa-4-/i6 ) 2(3^:2a64-2a, 3y~2(3J-f-aa + 1, 

4^:n:2y&-4-2aj3, 6 e zzz 25^-j-2ay-f-j3p 

6 % — 2 e b -i- 2 a. $ -f- 2 (3 y , etc. 

unde iidem valores qui supra per differcntiationem eliciuntur. Vti 
haec methodus simplicior est praecedente, ita etiam hoc illi prae- 
stat, quod semper in usum vocari possit, cum illa interdum frustra 
applicetur, veluti in exemplis allatis evenit, si valores initiales a ct b 
evanescant, ubi plerique coefficicntes in nihilum abirent. Quod 
idem incommodum jam supra animadvertimus, cum adeo evenire 
possit, ut omnes coefficientes vel evanescant, vel in infipitum abe- 
ant. Yerum hoc nonnisi in certis intervallis usu venit, pro quibus 
ergo calculum peculiari modo institui conveniet; reliquis autem in- 
tervallis methodus hic exposita per differentiationem procedens com- 
modius adhiberi videtur, quippe quae saepe facilius instituitur quam 
substitutio, certisque regulis continetur, semper locum habentibus 
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etiam in aequationibus transcendentibus. Quare pro singularibus il- 
lis intervallis praecepta tradere oportebit 

Problema 87* 

6 64. Si in integratione aequationis zz V pro quopiam in- 
tervallo eveniat, ut quantitas V vel evanescat, vel fiat infinita, in- 
tegrationem pro isto intervallo instituere. 

Solutio. 

Sit pro initio intervalli, quod contemplamur x zn a et y — b, 
quo casu cum V vel evanescat vel in infinitum abeat, ponamus 
zz ~, ita ut posito x~a et y ~b t vel P vel Q vel utrum- 
que evanescat. Statuamus ergo ut ab his terminis ulterius progre- 
diamur, x — a- 03 et y~ 6 — 1 — vp , fictque ~ : atque tam 

P quam Q erit functio ipsarum w et vp, quarum altera saltem 
evanescat, facto w zz 0 et \[/ zz o. Jam ad rationem inter oj et 
vj/ proxime saltem investigandam , ponatur \j/ zz: m oj # , erit 

. zz m n cjl' n 1 , hineque m n Q oj 71- 1 zz P; ubi P et Q ob 4/zmoo R 
meras potestates ipsius &} continebunt, quarum tantum minimas in 
calculo retinuisse sufficit, cum altiores prae his ut evanescentes 
spectari queant. Infimae ergo potestates ipsius co inter se aequa- 
les reddantur, simulque ad nihilum redigantur; unde tara exponens 
n quam coefficiens m determinabitur. Si deinde relationem inter 
et vp exactius cognoscere velimus, inventis m et n, ad altiores po- 
testates ascendamus ponendo 

vp zz m w n -f- M &)”-+■**• -f- N o) n v ctc. 
hineque simili modo sequentes partes definientur , quousque ob 
magnitudinem intervalli seu particulae Q) necessarium visum fuerit. 

Corollarium 2. 

6 6 6. Si posito a;za et t/zz6, neque P neque Q evane- 
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scat , substitutione adhibita reperietur zz } hincque proxi- 

me a 9 vp zz A d <o et vj/ zz ^ u , qui est primus terminus praece- 
dentis approxiraationis , quo invento reliqui ut ante se habebunt. 

/ 

Corollarium 2. 

6 6 6. Si a tantum evanescat, habebitur 
(Mw^+N vj/ v etc.) — A 
proxime : unde posito \[/ zz m tu n fit 

A zz m n co n— 1 (M^-f-N m ’ o) nv ); 
quod autem non valet, nisi sit v(l — jul) £> ju. seu y . Sin 

autem sit y <* , statui debet n — i-f-nyZZO seu n zz — — » 

altero termino ut infima potestate spectata. At si fuerit v — -^r * 
ambo termini pro paribus potestatibus erunt habendi, fietque nzi-jut. 
vut A zz; m n (M -f- N m v ) , unde m definiri debet. 

S c h o 1 i o n. 

6 67. Tn genere hic vix quicquam praecipere licet, sed quo- 
vis casu oblato haud difficile est omnia, quae ad solutionem perdu- 
cunt, perspicere. Si quidem omnes exponentes essent integri, regu- 
la illa New toni ana, qua ope parallelogrammi resolutio aequationum 
instruitur, hic in usum vocari posset; tum vero exponentium frac- 
torum ad integros reductio satis est nota. Verum hujusmodi casus 
tam raro occurrunt, ut inutile foret in praeceptis prolixum esse, 
quae quovis casu ab exercitatio facile conduntur. Veluti si perve- 
niatur ad hanc aequationem ^ (ct }/ co -f- j3 vp) zr y , ex superio- 
ribus patet primam operationem dare \p zz m ]/ w , unde fit | m 
(a. -f- j3 m) zz y , unde m innotescit idque duplici modo. Quin 
etiam haec aequatio, posito j/ oo zz p, ad homogeneitatem reducitur, 
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ideoque revera integrari potest: verum haec vix unquam usum ha- 
bitura fusius non prosequor, sed, quod adhuc in hac parte pertrac- 
tandum restat exponam, quomodo ejusmodi aequationes differentia- 
les resolvi oporteat, in quibus difFerentiatium ratio puta p vel 
plures obtinet dimensiones, vel adeo transcendenter ingreditur, qua 
absoluto partem secundam, in qua difFerentialia altiorium graduum 
occurrunt, aggrediar. 


CALCULI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 


PARS PRIMA, 

SEU 

METHODUS INVESTIGANDI FUNCTIONES UNIUS VA- 
RIABILIS EX DATA RELATIONE QUACUNQVE 
DIFFERENTIALIUM PRIMI GRADUS. 

SECTIO TERTIA. 

D E 

RESOLUTIONE AEQUATIONAM DIFFERENTIALIUM 
MAGIS COMPLICATARUM. 
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DE 

RESOLUTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTI ALIUM IN QUI- 
BUS DIFFERENTIALIA AD PLURES DIMENSIONES 
ASSURGUNT, VEL ADEO TRANSCENDENTER 
IMPLICANTUR. 

Problema’ 8 8. 

6 6 8 .- 


A osita’ dififerentialium relatione zz: p , si proponatur aequatio 
quaecunque inter binas quantitates a? et p, relationem inter ipsas 
variabiles x et y investigare. 

Solutio. 

Cum detur aequatio inter p et x, concessa aequationum reso- 
lutione, ex ea quaeratur p per x, ac repcrietur functio ipsius x, 
quae ipsi p erit aequalis. Pervenietur ergo ad hujusmodi aequatio- 
nem p — X , existente X functione quapiam ipsius x tantum. Qua- 
re cum sit p zz , habebimus d y ~ X d x , sicque quaestio ad 
sectionem primam est reducta , unde formulae X d x integrale inve- 
stigari oportet, quo facto integrale quaesitum erit y zzfXd x. 

Si aequatio inter x et p data ita fuerit comparata , ut inde 
facilius x per p definiri possit, quaeratur x , prodeatque x zz P , 
existente P functione quadam ipsius p. Hac igitur aequatione dif- 
ferentiata erit da?zz:dP, hincque d y zz p d & — P d P i unde in- 
tegrando elicitur y zzfp c) P, seu y zz: p P — f P d p. Hinc ergo 
ambae variabiles x et y per tertiam p ita determinantur, ut sit 
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x = P et y—p P — /P d p, 
unde relatio inter x et y est manifesta. 

Si neque p commode per x , neque x per p definiri queat, 
saepe effici potest, ut utraque commode per novam quantitatem u 
definiatur; ponamus ergo inveniri x ~ U et p~ Y, ut U et V 
sint functiones ejusdem variabilis u . Hinc ergo erit $ y zz p 5 x 
zz: V d U , et y ~ /V d U , sicque x et y per eandem novam va- 
riabilem u exprimuntur. 

Corollarium i. 

66 9. Simili modo resolvetur casus, quo aequatio quaecun- 
que inter p et alteram variabilem y proponitur, quoniam binas va- 
riabiles x et y inter se' permutare licet. Tum autem sive p per 
y; sive y per p> sive utraque per novam variabilem u definiatur, 
notari oportet esse d x ~ --- 

Corollarium 2. 

6 70. Cum y Q x 2 -f- d y 2 ) exprimat elementum arcus cur- 
vae, cujus coordinatae rectangulae sunt x et y, si ratio 
y(3.M- a> - ) = v/(1 +pp)t sen 

aequetur functioni vel ipsius x vel ipsius 't/, hinc relatio inter x 
et y inveniri poterit. 

Corollarium 3. 

6 71.- Quoniam hoc modo relatio inter x et y per integra- 
tionem invenitur, simul nova quantitas constans introducitur, quo- 
circa illa relatio pro integrali completo erit habenda. 

S c h o 1 i o n 1 . 

6 72. Hactenus ejusmodi tantum aequationes differentiales exa- 
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mini subjicimus, quibus posito |~zzzp, ejusmodi relatio inter ter- 
nas quantitates x, y et p proponitur, unde valor ipsius p com- 
mode per x et y exprimi potest, ita ut p zzz aequetur functioni 
cuipiam ipsarum x et y. Nunc igitur ejusmodi relationes inter .r, 
y et p considerandae veniunt, ex quibus valorem ipsius p vel mi- 
nus commode , vel plane non , per x et y definire liceat ; atque hic 
simplicissimus casus sine dubio est, quando in relatione proposita 
altera variabilis x seu y plane deest, ita ut tantum relatio inter p 
et x vel p et y proponatur; quem casum in hoc problemate expe- 
divimus. Solutionis autem vis in eo versatur, ut proposita aequa- 
tione inter x et p, non littera p per x , nisi forte hoc facile prae- 
stari queat, sed potius x per p, vel etiam utraque per novam va- 
riabilem u definiatur. Yeluti si proponatur haec aequatio 

xdx-t-ady~byQx 2 -+-d y 2 ) > 

quae posito |^zzzp, abit in hanc 

x ap zzzb y (1 -\-p p), 

hinc minus commode definiretur p per x. Cum autem sit 

x zz: b /(1 -f-pp) — ap, ob f/zzz/p ^ x zzzp x — f x dp, 
erit 


y — 6 py'(i-f-pp>— -app — bfdp y (1 -f-pp) -f-| app; 

sicque relatio inter x et y constat. Sin autem perventum fuerit 
ad talem aequationem 

x 3 d x 6 -f- d y 3 zzz a x d x 2 d y seu x 3 -f- p 3 zzz ap x, 


hic neque x per p neque p per x commode definire licet; ex quo 


et 


pono p zzz w a?, unde fit x — f- u 3 x zz: a u , hincque x zzz — 

P — Jam ob dx — — colligitur i pio/ -77—3)3 ’ > 

ac reducendo hanc formam ad simpliciorem 


a «3 — 1 r u u d u 


u u d u 


seu 
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S c h o 1 i o n 2. 

6 7 3. Cura igitur hunc casum, quo aequatio vel inter x et 
p vel inter y et p proponitur, generatim expedire licuerit, viden- 
dum est quibus casibus evolutio succedat, quando omnes tres quan- 
titates a;, y et p ili aequatione proposita insunt. Ac primo qui- 
dem observo , dummodo binae variabiles x et y ubique eun- 
dem dimensionum numerum adimpleant, quomodocunque praeterea 
quantitas p ingrediatur, resolutionem semper ad casus ante tracta- 
tos revocari posse; tales scilicet aequationes perinde tractare licet, 
atque aequationes homogeneas, ad quod genus etiam merito refe- 
runtur, cum dimensiones a differentialibus natae ubique debeant es- 
se pares, et indicium ex solis quantitatibus finitis x et y peti opor- 
teat. Quae ergo dummodo ubique eundem dimensionum numerum 
constituant, aequatio pro homogenea erit habenda, veluti est 

xxdy — y y j/ O x 2 -h d y 2 ) — 0 seu 

p x x — y y y (i -f- p p) == 0. 

Deinde etiam ejusmodi aequationes evolutionem admittunt, in qui- 
bus altera variabilis x yel y plus una dimensione nusquam habet, 

utcunque praeterea differentialium ratio p ~ ingrediatur. Hos er- 
go casus hic accuratius explicemus. 

Problema 59. 

6 74. Posito p — si in aequatione inter x , y et p pro- 
posita binae variabiles x et y ubique eundem dimensionum nume- 
rum compleant, invenire relationem inter x et y % quae illius ae- 
quationis sit integrale completura. 

Solutio. 

Cum in aequatione inter ar, y et p proposita binae variabiles 
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x et y ubique eundem dimensionum numerum constituant, si pona- 
mus y — u x 3 quantitas x inde per divisionem tolletur, habebitur- 
que aequatio inter duas tantum quantitates u et p t qua earum re* 
latio ita definietur, ut vel u per p , vel p per u determinari 
possit. Jam ex posiliene y~ux sequitur d y ~ u d x -f- 
xd u, cum igitur sit dy—pd x, erit p d x — u b x - x d u t 
idcoquc ~ zzz r— ~. Quia itaque p per u datur, formula difleren- 

• 1 * d u * 

tiaiS unicam variabilem complectens per regulas primae secu- 
tionis integretur, eritque lx~ f ~~ , sicque x per u determina- 
tur; et cum sit y~ux, ambae variabiles x et y per eandem 
tertiam variabilem u determinantur, et quia illa integratio constan- 
tem arbitrariam inducit, haec relatio inter x et y erit integrale 
completum. 

Corollarium i. 

6 75. Cum sit ~ , erit etiam l x — — l (p — u ) 

^ * 

t l uae formula commodior est, si forte ex aequatione in- 
ter p et u proposita, quantitas u facilius per p definitur. 

Corollarium 2 . 

6 76. Quodsi integrale f~ vel per logarithmos ex- 

primi possit, ut sit znlU , erit lx~ /C-f-/U; hineque 
x ~ C U , et y rz; CU«; unde relatio inter x et y algcbraicc da- 
bitur: et cum sit u — £ , haec tertia variabilis u facile eliditur. 

S c h o 1 i o n. 

6 77. Eandem hanc resolutionem supra in aequationibus ho- 
mogeneis ordinariis docuimus, quae ergo ob dimensiones differentia- 
lium non turbatur; quin etiam succedit, etiamsi ratio differentialium 

66 
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m p transcendenter ingrediatur. Hoc modo scilicet resolutio ad 

integrationem aequationis difierentialis separatae zz : perduci- 

tur, quemadmodum etiam supra per priorem methodum negotium 
fuit expeditum. Altera vero methodus, qua supra usi sumus, quae- 
rendo factorem qui aequationem differentialem reddat per se inte- 
grabilcm, hic plane locum non habet, cum per differentiationem ae- 
quationis finitae nunquam diflcrcntialia ad plures dimensiones exsur- 
gere queant. Non ergo hoc modo invenitur aequatio finita inter x 
et r/, quae differentiata ipsam aequationem propositam reproducat, 
sed quae saltem cum ea conveniat, et quidem non obstante arbi- 
traria illa constante, quae per integrationem ingressa , integrale com- 
pletum reddit. 


Exemplum i. 

6 78. Si in aequationem propositam neutra variabilium x 
et y ipsa ingrediatur , sed tantum differ entialium ratio ~p , 
integrale completum assignare. 

Posito ergo aequatio proposita solam variabilem p 

cum constantibus complectetur, unde ex ejus resolutione, prout plu- 
res involvat radices, orietur p — a, J> — j3, p~y etc. Jam ob 

P — , ex singulis radicibus integralia completa elicientur , quae 

erunt 

yzai+fl, rz {3 X -f- 6 , yzzzyx~\-c, etc. 

quae singula aequationi propositae aeque satisfaciunt. Quae si ve- 
himus omnia una aequatione finita complecti, erit integrale com- 
pletum 

(y — a x — a) (y — (3 x — b) (y — y x — c) etc. ~ 0 , 

quae uti apparet non unam novam constantem, sed plures a, b, 
c, etc. comprehendit, tot scilicet, quot aequatio differentialis plu* 
riuin dimensionum habuerit radices. 
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6 7 9. Ita aequationis difterentialis d y 2 — 9 x 2 “ 0 seu 
p p — 1 — 0 , ob p — 1 et p ~ — 1, duo habemus intcgra- 

lia y nz x -f- a et y zz — x b, quae in unum collecta dant 
(y — x — a) (y -f- x — b) “ 0 , seu 

y y — xx — (a -f- b) y — ( a — b) x -j- a b nz 0 . 
Corollarium 2. 

6 8 0. Proposita aequatione 9 j/ 3 -f- cl x 3 “ 0 seu p 3 -+- 1 z 0 , 
ob radices p zz — 1, p zz: — - 5 et p zz - — ~ , erit vel 

y zz: — x 4- a , vel y zz — x -f-6 , vel y zz 1 x-hc, 

quae collecta praebent 

y 3 -+- x 3 — (« -J- i -{- c) + h ~ “7"” 

-f- ( — a -f- 6 -f- — c) x x -¥■ {ab a c -^b c) y 

{b c — — — - ac — 1 ^ ab) x — a b c zz 0 , 

quae aequatio etiam ita exhiberi potest 

y 3 -4- x 3 — f y y — 0 x V —— h x x -f- A y -f- B x -f- C zz 0 , 

ubi constantes A, B, C, ita debent esse comparatae, ut aequatio 

haec resolutionem in tres simplices admittat. 

Exemplum 2. 

6 8 1- Proposita aequatione differentiati 
yd x — x y Q x 2 -4-5 y 2 ) zz o , 
ejus integrate completum invenire. 

Posito ||zz/>, fit y — x y (l -\-pp) — 0; sit ergo i/zux, 

erit u — ]/ (1 -f -pp), et ~zz-^, unde per alteram formulam 

«* 


- 1 -*-/>/>)] 


j : 


iOT 


— et 


» 


*/>) , 
- na cr- 


■j; . 




1 T 7 7, irx 


[ 


" t 

— at 


arrs 


^ 'X 
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/ (1 -f ~pp) — p — — u -+~ v (“" + ■ -»n) # 


unde fit 


z — a 


obi »=t . 

At si n—i, erit P = / (i + p p) = «i±i , a ,q Ue 

2 a U * n /< «• M a ** 


3flXX 


«it+i ’ u x x -f- » seu 2/ 2/ ~f“ 37 — 2 a x» 

Si n “ — - 1 , est quidem ut ante 


P = V TT’ e‘ ^(1 


unde 


■lt U T 

a u 


* = y(~pj[/(i -f-pp)+p] = ^JL = = IS**. 
\ rr/ i+«» xx-}-yy 

Ergo et x — 0 , et x x -{-y y 2 a x — 0. 


S c h o 1 i o n. 

63 3. Haec aequatio sumendis utrinque quadratis et radice 

P ~~ dx extrah enda, ad aequationem homogeneam ordinariam redu- 
citur. Fit enim primo 

V V 2 P * y P P x x ~n n x x -f -nnpp x x, 
tum vero 

n x xdy y±*l / '(yy- 4-xx — n nxx ) 

dx i — nn * 

quae posito y — ux separabilis redditur. Obi imprimis casus quo 

" " — 1 notari meretur, quo fit y y — 2 pxy~xx, seu n - 

yy — x x ’ dx 

— — a xy * ideoque 

2 *y d y - +-x xd x — y y d x — o : 

quae etiam per partes integrari potest, cum 2xydy — yyd x 

integrabile fiat per factorem -l_/ ; qil0 u t etiam pars xxdx 

integrabibs reddatur, illa forma abit in sicque habebitur 

^?- y ?** + dx = Q, 


Digitized by Google 


446 


SECTIO III. 


cujas integrale est ^ x m 2 a, ut ante, nisi quod altera solu- 
tio x “ 0 Illuc non eliciatur. Yerum cum aequatio illa quadrata 
posito n — 1 , subito abeat in simplicem, altera radix perit, quae 
re peritor ponendo n ~ 1 — a, quo fit 

y y — 2 p x y zn xx — 2 a. x x — 2 a p p x x , 

ideocae p r inunitum, rejectis ergo terminis prae reliquis evanescen- 
tibus est — r xi — x x — 2 a. p p x x, quae divisibilis per x, al- 
teritn praebet solutionem x m 0. Talis quidem resolutio succedit, 
quando val rem p per radicis extractionem elicere licet; sed si ae- 
quato ad rures emensiones ascendat, vel adeo transcendens fiat, 
niebiudc ito expos ta carere non possumus. 


Exemplum 4. 


6 $ a. rbvvvsitJ o ’ 

;tr ?* i,- o jt' z ~?ydx y x y ( d x 2 -f- d 

i::ccyr\t'c s\ % r^pC^iurt investigare. 


Tosiio * v — " p, et y — ux, nostra aequatio induet hanc for- 
uum p' f u: : ;» > u (1 -y-pp'), unde conficitur 


<.» .V i* * 

* P — u ’ 

ludo autem est 


seu 


1 x — fr=i = — l(P-u)+f- 


ll. 

p-u 


i ip/o +pp) -*-\p V o — 4 p -hpp')* 

et qumUundo 

U — \PP — P 3 -+-^-h^p/( i — Ap-^-pp), 


luuovjue 

p~~u — *p ( i -t-pp) (2 -~p) — ipp}/( 1 -bppld—ip+pp), 
umlo colligimus 

, «> /> ap (a — p) ap>/ (, — 4, p-f_pp) 

p~ u a p(i — p-t-pp) a c* — p - t- p p) v (.* ■+■ p P) 

In quorum membrorum posteriore, si ponatur y 1 ob 
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— (i — q q) 9 ) ?i „ 4 qdq[*-\-V (4 — (1 — q $)•)] 

— , OP—-T 


P — 


i—qq 




obtinebitur 


(‘ —qq) 3 vT4 — (« — q «n ’ et 

I 


fdp 1 / 9j> ( 3 — p ) 1 2 f <7 <737 

/f — U 2 -'f (»— p-^-pP) ' H3-+-qq) V L4~ (* —qq) 3 ) 

ubi membrum posterius neque per logarithmos, neque arcus circu- 
lares integrari potest. 


Exemplum 5, 


6 85. Invenire relationem inter x et */, ut posito s zzz 
/]/ (c) a: 2 -}- d t/ 2 ), s s — 2 x y. 

Cum sit s — j/2xy, erit 

3 « = /Q »» + 3 y») . 

hincque posito || z = p et yzzzux, fiet •/ (l p p) — y~, seu 

hzi/2m( 1 -4-p/j) — p, et radice extracta 

l/u — -i/ldzli i ' — P — i— p-*-V(tArpp) 

Y 'a * V a y a 

quare 

m = 1 — P-bPP-hCi — p)V (1 -+-PP)» et 
p — — (1 — p)[l — -4 -/>/>)]• 

Ergo 

u—p—Vo +rr^=yp—if if I^ir } - 

At posito p = l ~~~7 fit 

r dpV(* -l-pp) _ r — 3<?(i -hgq }* , fdq 0 r dq . r dq 

J ~ p{i — p) '~Jq(i—qq){qq+3q—0 J q Ji — qq J (q + >)’— a 

= + '* — 'f=J 


hincque 


Jam 


Ut SECTIO ni. 

— I (L±J) 1_ JL /^*±2±i. 

\ aq J y 9 Ya — i—q 


p ;/ — ag — qq (i +4) [« — (»- f-qV] 

^ a ? a <7 * 


fieque habetur 

/ *'=C — /(i + — /[ 2 — C* +7) 2 ] + /(L±i) 

- / rSr^= *« - na - (i +9)*;+^ /^±j 

ubi est I< — -Jnz|(i-f- 9 ) 2 , et i +9=/^» unde 

* = seu * -y — a(^=p y fi t T ei 

(yx-f-yt/) >^ — « (/ x — )/y)7i 
Est ergo aequatio inter x et y interscendens , uti vocari solet. 

S c h o 1 i o n. 

65 6. Facilius haec resolutio absolvitur quaerendo statim ex 
aequatione 

* -hp=zy'2u(i -hpp), seu ww-f-2 up-\- pp — 2 u 2 upp 
vitorem ipsius />, qui fit 

r an— 1 » H 311 _, > ct 

{< (»— u)Vau 

1 au— l Vau — 1 

Quare 

'•*=/£ -*o-/p=5v» 

Alt o ' * f v, critque 

l' U u __ » y. a 9 v . 1 . * -f-v 

/ (» u) t a u * a*' 1 — dv ■ yj * 1 — <u * 

IdMtMIUU 
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' • w» 


/ x m l a — / (1 



i-f-Vu . 
i — Yv. 


Unde ob u z=. , reperitur a; — ( y*+^ ) r ' a > ut ante * Q ua ‘ 

re si curva desideretur coordinatis rectangulis x et y determinan- 
da , ut ejus arcus s sit “ y/ 2 x y , erit aequatio ejus naturam des 
finiens 


W x ~f“ V y 


— a (/ x — y y) 


Vi 


i. 


Caeterum evidens est simili modo quaestionem resolvi posse, si ar- 
cus s functioni cuicunque homogeneae unius dimensionis ipsarum x 
et y aequetur, seu si proponatur aequatio quaecunque homogenea 
inter x, y et s, id quod sequenti problemate ostendisse operae 
erit pretium. 


Problema 90. 

6 8 7. Si fuerit s —f }/ (d x 2 -f- d y 2 ) , atque aequatio pro- 
ponatur homogenea quaecunque inter x, y ct s t in qua scilicet hae 
tres variabiles x, y et s, ubique eundem dimensionum numerum 
constituant, invenire aequationem finitam inter x et y. 

Solutio. 

# ^ 

Ponatur yzzzux et szzzvx, ut hac substitutione ex aequa- 
tione homogenea proposita variabilis x elidatur, et aequatio obti- 
neatur inter binas u et v , unde v per u definiri possit. Tum ve- 
ro sit d y p d x, critque , ; 

d s znd x y/ (1 -f-pp), unde fit . 

pdx~ Md,x-f-x5 u, et dxy/(i -+-pp) zz:vdx-{-xdv f 

ergo 

dx du d v - t 

' * P — « / (t -+- PP) — v' . u 

Quia nunc v datur per u, sit dvzzqdu y u\. habeatur 

6 7 
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/(1 -\-pp ) — v-^pq—qu., 

et surati8 quadratis 

1 -t-pp = (v — 7 u) 2 4- 2 p q (v — <7 H) -f -ppqq r 
«ode elicitur 

q ft> — q u) -4-v' [( v — gu)* — » -f-<T<Tl . 

P » — qq 

q u — «-f-Vffa— qu ) 2 — t 

P i — 9? 

Quare hinc deducimus 

dx du (i — qq) du(qv — u — V C(o> — qu)* — t-bqq] 

X qv — U-t-Y[(v — qu)**~ t + qq] »-+-u U — vv 1 

unde cum v et q dentur per u, inveniri potest x per eandem u :: 

at ob q d u zn d v fiet 

Ix — la — //(t-t-uu — vv) , 

' ' 1 ' J I + UU — VV 

tum vero est y znu x r seu posito- loca u habebitur aequalia 
qjuaesita inter x et y.. 

Corollarium 1.. 

6 8 8. Cum s exprimat arcum curvae coordinatis rectangulis 
x et y respondentem , sic definitur curva, cujus arcus aequatur func- 
tioni cuicunque unius dimensionis ipsarum, x et y; quae ergo, erit 
algebraica , si integrate 

f dnVt(v — <yil)» — t-f-gg] 

J I -f- u u — vv 

per logarithmos exhiberi potest.. 

Corollarium 2 : 

6 89 .. Simili modo resolvi poterit problema, si s ejusmodi! 
formulam integralem exprimat, ut sit d s zz Q 3 x existente Q 
functione quacunque quantitatum p y u et v.. Tum autem: ex aequa- 
litate va lorem; ipsius p elici oportet,, et quia v 

per u datur, erit l x 
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6 9 0. Si debeat esse szzzxtx - 4-/3 y , erit + 

-et <7 z= ~ p , hinc v — quz=. a, ergo 

lx = Ja — //[l-t-uu— («-♦. j 3 u) s ) -/r 4X ( “t»+W * 
quae postrema pars -est 


_ r a«y(gg-pp- o r . an t r a» 

J »— eux— aap»-f-(i— pp)*i» *) J — ■ aPu-f-(Pp — i) 

quae transformatur in 

r (pp — i) ^✓(aa- 4 -P P — 0 

J 1« (PP — *)*+" a P“ V (aa-t-pp — ,)1 lu (PP-, j-+- ap-+V (aa-J-pp— j)J 


v* 


» ) *+■ «t* - V { aa -t- pji — , ) j iU (pp - 1 )■ 

i i (PP — « ) « -i- a P — ✓faa-f-PP — Q 

2 (PP — iju-j-ap-t-y^a a-+-p P— i)* 


Quare posito u~-— t aequatio integralis quaesita est, sumtis qua- 
dratis , 

xx-+-yy — (ax-hP>) a (PP— »)>-+-aP» — «•/(aa-f-PP — ») 

a« (0P — i)y-f-aPx^xV (aa -*-P p — j/ 

At posito 

(p P — Oy + apx- ar/(aa-f-f3|3 — 1 ) = P 
(p P — i)^-4-af3a;~hx|/(aa-)-p|3 — 1) — Q 

est 


PQ:=(PP— l) 2 yy^2ap<pj3— |)a:t/4-(aa— i) (Pp-l)ara; 
zn(pp — l)[<aa:-|-|3i/) 2 — -yy], 

unde mutata constante fit ^ zz: ergo vel P — 0 vel 0 "b 

solutio ergo in genere est 


(PP — Dy-hctpx+xy/Caa - 4 -fif 3 — i)~c, 
quae est aequatio pro linea recta. 


Exemplum 2. 

69 i. Si debeat esse, s zz — erit vzzznuu et qzzz 2 nu 

unde i -j-uu — vv~i^-uu — n n u h et v — nuu 
ergo 
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, , , /,. . ' >u /•a U V(7UU/4— i-4-4nnuu) 

Ixznta — //(!-+> ur« — n;iu 4 ) —J 

quae formula autem per logarithmos integrari nequit. 


Exemplum 3. 

» 

692. Si debeat esse ss nzxx -f-t/t/, erit «zz/(l-f-u«> 

et q — - r — unde fit 1 -f-ui/ — uvzziO, solutionem ergo ex 

primis formulis repeti convenit, unde fit 

V — qu~ v (T ^r } ’ 

qq — tt qv — liZ==0\ *" 

ergo p-itizO, seu || — := 0 , ita ut prodeat y z=z n x. 

Exemplum 4. 

693. Si debeat esse sj — yy + nxx, seu /(uu-f-n), 

et erit u -7“ = 7(iITr+5 

et <7(7 — i — , Quare habebitur 

“ “ UU-fil ~ 


. / . . i rStt V (n n -f-n) 

lx = la — //(1 — n) ——J 1 ' 


hincque 


V (uu + n) 

“ /6-4- y (n— T) 1 1 w 14 "+~ w ) ] » 


_* / y -4- V (yjv + nxxK ]/' 

& — v * > 


n — i 


Quoties ergo est numerus quadratus, aequatio inter x et y 

prodit algebraica. Sit y/ zz: m , erit n “ ~~ t et s s z^.y y 
-f- , cui conditioni satisfit hac aequatione algebraica 

quae tran formatur in 


I X •— 1H 


9 

tn in hfH 

x m — 2 b m x n y — 0 , seu 
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(m m — i ) :v m — m m b m 

y a i — m 

2 (m m — i ) b m x m 

Corollarium. 

6 9 4. Ponamus m zn — , ac si fuerit 

6 9 n -f- (n n — 1 ) ^ 11 .. . 

y — , erit 

2 (/*»— l) b n x n ~ l 

ssz=iyy — ~ - , scu 5 = y (*/ y 


71 71 7 / 


Quare si 




54 — f — 3 x4 
% brb x 


, est i = / (*/ ^ — “). 


Problema 91. 

6 9 5. Si posito ejusmodi detur aequatio inter x, y 

et p , in qua altera variabilis y unicam tantum habeat dimensionem, 
invenire relationem inter binas variabiles x et y . 

Solutio. 

Hinc ergo y aequabitur functioni cuipiam ipsarum x et p, un- 
de difTerentiando fiet d y ~ Pd x-+- Q dp. Cum igitur sit c )y~pdx, 
habebitur haec aequatio differentialis (P — p)dx-\-Qdp — 0, quam 
integrari oportet. Quoniam tantum duas continet variabiles x et p, 
et dilFerentialia simpliciter involvit, ejus resolutio per methodos su- 
pra expositas est terttanda. 

Primo ergo resolutio succedet , si fuerit • P i — p , ideoque 
d y ~ pd x -f- Q d p. Quod evenit , si y per x et p ita determi- 
netur, ut sit yzzzpx -4-11, denotante II functionem quamcunque ip- 
sius p. Tum ergo erit Qnr-f-^, et cum solutio ab ista ae- 
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quatione Q d p zz 0 pcndeat , erit vel d p — 0 , hineque p zzz et , 
seu yzzax-f-|3, ubi altera constantium a et p per ipsam ae- 
quationem propositam determinatur, dum posito p zzz a fit (3 ZZ II; 
vel erit Q zzz 0 , ideoque x zzi — et t/ zz — JJ f ubi 

ergo utraque solutio est algebraica, .si modo II fuerit functio ahje- 
braica ipsius j). 


. Secundo, aequatio (P — p) dx-^Qdp ZZ 0 , resolutionem ad- 
mittet, si altera variabilis x cum suo differentiali dx unam dimen- 
sionem non superet. Evenit hoc s» fuerit y^Px+fl, dum P 
et II sunt functiones ipsius p tantum, lum enim erit P zzz P et 
Q. — -f- , hineque haec habeatur aequatio integranda 

(P — p)dx -hxd? -t-dll — 0 :seu dx = ~ * 

f dp 

quae per e J P-p multiplicata dat 


Sire 


unde 


f dp 

,e J p— P x 


f ap 
-feJ F=i 


an 


p -p 

3 P d R • , 

ponatur f _j - ZZ erit aequatio integralis 

r *=c-/H5=c-/ ? 5f 5 « 

fit 


R R J dP ’ 


dP 


Tertio resolutio nullam habebit difficultatem, si denotantibus 
X et V functiones quascunque ipsius x, fuerit ^ zzz X Yys. Tum 
enim erit 


ideoque 


c)yzzzp3xzzzdX-f-Vdp -+-pdV , 


ip-t-p<Fv 3s )=- 


dX 


3 3 R 

•it ~-zz-jj-, ut R sit etiam functio ipsius x , erit 

v ~ /*dx „ CR R /*dx . 

R P ^ / R » SCU P V yf R _ » Ct 
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J/ = X + CR — R/^, 
quae aequatio relationem inter x et y exprimit- 

Quarto aequatio (P— p) d# -\-Q.dP—Q resolutionem* admittit 
si; fuerit homogenea. Cum ergo terminus p^x duas contineat di- 
mensiones, hoc evenit, si totidem dimensiones et in reliquis termi- 
nis insint. Unde perspicuum est,. P et Q. esse debere functiones 
homogeneas unius dimensionis ipsarum x et p. Quare si y ita per 
x et p definiatur, ut y aequetur functioni homogeneae duarum di- 
mensionum ipsarum x et p, resolutio succedet. Ouodsi enim fuerit 
3 yzzz Vd x -f-Q frp , aequatio solutionem continens (P — 
Q3pzz0, erit homogenea, fietque per se integrabilis, si dividatur 
per (P— p)x-+-Qp.. 


Corollarium f. 

6 9 6w Pro casu quarto si ponatur t/zzsz, aequatio propo- 
sita debet esse homogenea inter tres variabiles x, z et p. Unde 
si. proponatur aequatio homogenea quaecunque inter ar, z et />, in 
qua hae ternae litterae ar, z et p ubique eundem dimensionum nu* 
merum: constituant, problema semper resolutionem admittit. 

Corollarium 2. 

6 9 7. Simili modo conversis variabilibus, si ponatur x ZZZ.W 

dx 

et jjiZKjy ut sit pzzz-j; ac proponatur aequatio homogenea quae- 
cunque inter y ,, v et <7, problema itidem resolvi potest. 

S c h 0 1 i o n; 

1 

698. Pro casu quarto,, ut aequatio* (P — p)5a: -^QDpzz 0 
fiat homogenea, conditiones magis amplificari possunt. Ponatur cnimt 
x zz. v* et p zz q y 7 sitque facta substitutione haec aequatio 

fx. (P — q ¥ ) v* ~ l + d q ZZ. O- 
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homogenea inter t/ et q, eritque P functio -homogenea v dimensio- 
num , et Q functio homogenea jjl dimensionum. Cum jam sit 
3 ^ zz: P 3 a: -f- Q d p ” jjl P v^~ 1 3 v y Q q*~ l 3 <7« 
erit y functio' .homogenea jjl -f- y dimensionum. Quare posito 
y ~ problema resolutionem admittit, si inter a?, y et p ejus- 

modi relatio proponatur, ut positio y zz. s ftT,-y , xzmv* et p — q y 
habeatur aequatio homogenea inter ternas quantitates z t v et q , ita 
ut dimensionum ab iis formatarum numerus ubique sit idem. Ac 
si proposita fuerit hujusmodi aequatio homogenea inter s, v et q f 
solutio problematis ita expedietur. Cum sit dyizzpdx, erit 
(jjl -4- k - ) s^-4-v— « ^ z — jjl t ,,t — 1 q y d v ; 
ponatur jam zzzz r q et v ~ s q, et aequaiio proposita tantum duas 
litteras r et j continebit, ex qua alteram per alteram definire licet, 
tum autem per has substitutiones prodibit haec aequatio 
(jjl -f- y ) (/• 3 q -q- q 3 /•) ~ 

jjl (s 3 q -f- q 3 $), 

ex qua oritur 

d 9 jjl 3 * — (jjl -f- v) 3 r 

q (jjL-j-y) r M, " hv — jjla-^ * 

quae est aequatio difierentialis separata, quoniam s per r datur. 
Quin etiam bini casus allati manifesto continentur in formulis */z:s ,A+v , 
x et p ~ q* ; prior scilicet si jjlzz: i et vzzl 1, posterior 

vero si jjlzz: 2 et vzzz — 1. Hos igitur casus perinde ac praece- 
dentes exemplis Illustrari conveniet, quorum primus praecipue est 
memorabilis, cum per differentiationem aequationis propositae y~px 
-4- II statim praebeat aequationem integralem quaesitam, neque in- 
tegratione omnino sit opus, siquidem alteram solutionem ex dp— 0 
natam excludamus. 

Exemplum 1. 

6 9 9. Proposita aequatione differentiati 
ydx — xdy — ay\d X* -\-dy*) 
ejus integrate invenire. • • 
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Posito pfit y — pxznay (i - 4 -pp), quae aequatio 

differentiata, ob dy ~pd x, dat — xdp — yj^^, quae cum 
sit divisibilis per dp praebet primo pnza, hincque j/nax-f" 
a Y (i -4- a a). Alter viro factor suppeditat x — y^jzpppy hincque 

+ +pp>=7u±iii’ 

unde fit x x -f~ y y zn a a, quae est etiam aequatio integralis, sed 
quia novam constantem non involvit, non pro completo integrali 
haberi potest. Integrale autem completum duas aequationes com- 
plectitur. Scilicet * 

y ~ a. x a y/ (l a cO et x x -f- y y zzz a a , 
quae in hac una comprehendi possunt 

[{y — ax) 2 — aa{l ~f-a a)] {xx -\-yy — aa)“ 0. 

S c h 0 1 i 0 n. 

•> • 

70 0. Nisi hoc modo operatio instituatur, solutio hujus quae- 
stionis fit satis difficilis. Si enim aequationem differentialem ydx— 
xdyzzzaY (dx 2 -\-d y 2 ) quadrando ab irrationalitate liberemus, in- 

d y 

deque rationem per radicis extractionem definiamus, fit 

{xx — aa)dy — xyd xzn-h- ad xY {xx-\- -yy——ad) 

quae aequatio per methodos cognitas difficulter tractatur. Multipli- 
cator quidem inveniri potest utrumque membrum per se integrabile 
reddens; prius enim membrum {xx — aa)dy — xydx divisum per 
y{xx — ad) fit integrabile, integrali existente : un- 

de in genere multiplicator id integrabile reddens est 

1 t . y 

y(xx — a a) x * V (xx — a a) 

quae functio ita determinari debet, ut eodem multiplicatore quoque 
alterum membrum adxY{xx-\-yy — a a) fiat integrabile. Talis au- 
tem multiplicator est: 

63 
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c y * _ _ 

y(xx — ««)’ * Y (xx -+-y y — a a) (* *— aa) Y (x x-+- yy — a a) 

quo fit 

(xx — aa)dy—xydx ±«9« . 

(**-««)/ (xx -\-y y —a a) xx — a a 

Jam ad integrale prioris membri investigaindum , spectetur a: ut con- 
stans, eritque integrale 

— i[y-±-V ( x x -\-u y — «a)]-t-x, 

denotante X functionem quampiam ipsius x , ita comparatam, ut 
sumta jam y constante fiat 

x d x -\ x — — xydx 

(j i-+-Y (xx-\-yy — aa)\ Y(xx-hyy — a a) "(xx- aa)Y(xx + yy— a a) 


seu 

— x3*ry — Y(xx-f-yy — aa)] y — —xydx 

(xx — aa)Y {x x-^-yy — a a) ° ~ (xx— aa) V (xx-i-y y — aa) * 

unde fit 


aXrz 


— x9x 


et X — / 


x* — aa ~ Y (xx-— aa) 

Quare integrale quaesitum est 

i\y - f- / c» x -f- y y — aa)] + i 

unde fit 


v' (xx- 


c — 


•a a 


5“ 


. ; a-t-r 

i l » 

* a — x 


f/ -f- ]/ (x x -\-y y — a a) ~ a (x + a), hincqae 
x x • — a a nz aa(^ + a) 2 — 2 a (x h- a) f/ , vel 
x+az:aa(a; + fl) — 2 a r/ 

quae autem tantum est altera binarum aequationum integralium, al- 
tera autem aequatio integralis x x -)- y y.zzi a a jam quasi per di- 
visionem de calculo sublata est censenda* Caeterum eadem solutio- 
aequationis 

(a a — xx)3*/-f-xt/3x zz: (x x -f- yy — ad) 

facilius instituitur ponendo y / (aa — x x), unde fit 

| 

(a a — xxr9« — ±a3a?/ (a a — x x) (u « — i) seu 

-+^ad x 

Y (u u — i) aa — xx * 

cui quidem satisfit sumendo u rz: 1 r neque tamen hic casus in ae- 
quatione integrali continetur , uti supra jam ostendimus. Ex quo su- 
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spicari liceret alteram solutionem x x y y ~ a a adeo esse ex- 
cludendam, quod tamen secus se habere deprehenditur; si ipsam 
aequationem primariam — a perpendamus. Si enim a: 

et y sint coordinatae rectangulae lineae curvae, formula , 7 ^*" *dy 9 ' } 
exprimit perpendiculum ex -origine coordinatarum in tangentem di- 
missum, quod ergo constans esse debet. Hoc autem evenire in 
circulo, origine in centro constituta, dum aequatio fit xx -f- yy ~ cicl, 
per se est manifestum. Atque hinc realitas harum solutionum , quae 
minus congruae videri poterant, confirmatur, etiamsi earum ratio 
haud satis clare perspicitur. 

Exemplum 2 . 

7 01 . Proposita aequatione differentiati 
ydx-xdy—^-^X+in 
ejus integrate invenire. 

Posito a y —p d x, fit y — p x = « (i p e t differen- 
tiando —~xdpzzi2apdp; unde concluditur vel dpzz 0 , et p~a , 
hineque y~aa:+a(l-|-aa) ) vel x ~ — 2 a p et yna(i—p p) 

• - ___ X • ^ 

sicque, ob p zz , habebitur 4 a y zzz A a a — - x x, quae aequa- 
tio ad geometriam translata illam conditionem omnino adimplet. 

Ex aequatione autem proposita radicem extrahendo reperitur 

2 ady-hxdxzzzdxy/ (x x -f- 4 ay — 4 ad), 
quae posito y zzzu (4 a a — # x) , abit in 

2fl3u(4afl — x ocj — x d x (4 au — i) 

z:3r/(4afl-xr)(4cM«l), 
haccque posito 4 au — 1 zzztt, in 

tdt(4aa — xx) — ttxdx=ztdxy(4aa — xx ) , 
quae cum sit divisibilis per t , concludere licet f zz 0 , ideoque 
u = 4 ^» atque hinc 4. a y z=. i a a — x x. 
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Exemplum 3. 

702. Proposita aequatione differentiati 

3 

yox — xdy — a-/ (dx 3 -+- 5 y 3 ) , 
ejus integrate assignare. 

Haec aequatio more consueto, si rationem ^ inde extrahere 
vellemus, vix tractari posset. Posito autem d y — p d x fit y—px 

3 

~o/(l et differentiando x d p ~ ~ g , unde duplex 

V (i -+- p3y 

conclusio deducitur, vel dp — 0 et p zz: a , sicque y — a x -p- 

3 

a V(t -4- a 3 ), vel 

x — et y— — a - , 

unde fit pp — _ | , et ob y 1 (t -t-/, 3 ) 2 — a\ erit p’= -i , 
hincque QLZ—p^ZL — _ || > seu + (a j/a — y /y) 2 — 0. 

Exemplum 4. 

I 1 

703. Proposita aequatione differentiati 
ydx — n x d y — a j/ (3 x 2 -+- d y 2 ) , 

e/u$ integrate invenire . 

Posito 3f/—/?5x, habetur y — x zzL a }/(i -f-pp), un- 
de differentiando elicitur 

(i — n)pd x — nxdp— s i V e 

^ rr n x d p __ a d p 

i l ~ n )P k-n)Y (l-hpp) * 
n ; 

quae per p n — 1 multiplicata et integrata praebet ' 

n 

n r p n ~ l d p 

1 — n / }/(i -}“/>/)) 

Hinc deducimus casus sequentes, integrationem admittentes 


n 

..« — i 


^t 
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si n=±|; p 3 x=z C — | a(pp — f) |/(t -f-pp), 

si n—l;p s x=C — |a^ 3 — -fpp), 

si » — I; p 7 x zz: C —$a (p 6 — f p 4 -f- £ J p 2 — ®-^~) / (i -f-p p). 


ac si /i 


aX-f- i 

a X > 


erit 7/ ~ 


y = ^ ^ -f- « j/ ( 1 -f-/>/>) + £|, et 


X 


/l J X+‘ 


2 * q f . 2X 2X(2X-2) \ „ 

(2X-fl>V (2 A — 1 (2 X— i )(2A«-3)/j* * c ^ c 'yr 


Quodsi ergo sumatur X 


oo , ut sit 7i z= 1 , erit 

C 


« p 


y_-p*4-aj/(l -f-pp), et * — — — — , 

, ’ . . /* lA 1 -\~PP) 

unde si constans C sit — 0, statim sequitur solutio superior x x -+* 
y V — a a ‘ At si constans C non evanescat, minimum discrimen 
in quantitate p infinitam varietatem ipsi x inducit. Quantumvis er- 
go x vaiietui , quantitas p ut constans spectari potest, unde posito 
p—a, altera solutio y z= a x -f- a / (l -f- aa ) obtinetur. Hinc 

eigo dubium supia, circa exemplum 1. natum, non mediocriter il- 
lustratur. 

Exemplum 5. 

70 4. Proposita aequatione differ cntiali 
A d y n = (B .r a + C t/) d x” 
exis tente n ~ , ejus integrate investigare. 

Posito d — — p erif A p n — B x a -j- C t/* 3 . Ponamus jam p~q a & t 
x — ' t(3n ct ut habeamus hanc aequationem homogeneam 

A ,.a P n r> ,.a p n , p „a B n _ . . . ** 

.7 — „ "I" 0 ; P ’ < l uae pesids z-rq et v~s</, abit 

in + Cum vero sit. . . . 

3y— <tnz«"— <)z=znr**— </**— (rdq + q dr) et 
pdx — ^nv^ n - , g a ?dv = (3ns' 3, - , 7“> 3 -t-i 3 '— 


ent 
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Est vero per hypothesin ap-f-pn~— anrzO , unde oritur 
cir an ()(j-+-ctr an - i (fdr—psP a dq-i-jS!fi n ~ i qds, 
hineque 

3 <7 a r an 1 3 r — (3 3 s 

~q~~ p A i 3n — a.r a ~ n ‘ 

At est 


P 


. = (*=|£iy. hi 


hineque 




unde fit 


— 

7 


ar 


r a(3«- 
B 


1 3 ^ 


» — a 

A — Cr 0 £ f 3n ' 6 


B 


). 


/A — Cr°( 3n \ a 

\—s—b 


a r 


«n 


Pacilius autem calculus hoc modo instituetur; aumto A 


erit 


P = H — (Bx« +C^ ; , 
ce 

sit y “ u , fiet 

a a— P J 

^ 3 « -f- y ^ ^ «3x — x n 9a;(B + C u(y 

^ « a — 3 

quae aequatio, cum sit — — — p— , abit in hanc 

i 

px3«H-au3o;“p3j:(B*-|-C n* 3 )' 1 , 

unde fit 

3 x p 3 u 

— _ , 

P(B-f.Cu < 3 )’ 1 — a u 


s 
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a 

sicque x per u determinatur, et quia u~x y, habebitur ae- 
quatio inter x et y. 


S" c h o 1 i o n;. 

70 5. Hoc igitur modo operationem institui conveniet, quan- 
do inter binas variabiles x et y una cum differentialium ratione 
— znp, ejusmodi relatio proponitur, ex qua valor ipsius p ■ com- 
mode elici non potest. Tum ergo calculum ita tractari oportet, ut 
per differentiationem ponendo dy=pdx vel dx~^y > tandem per- 
veniatur ad aequationem differentialem simplicem inter duas tantum 
variabiles, quem in finem etiam saepe idoneis substitutionibus uti 
necesse est. Atque hucusque fere Geometris in resolutione aequa- 
tionum differentialium primi gradus etiamnum pertingere licuit, vix 
enim ulla via integralia investigandi adhuc quidem adhibita hic prae- 
termissa videtur. Num autem multo majorem calculi integralis pro- 
motionem sperare liceat ? vix equidem affirmaverim , cum plurima 
extent inventa,, quae ante vires ingenii humani superare videbantur. 

Cum igitur calculum integralem in duos libros sim partitus , 
quorum prior- circa relationem; binarum tantum variabilium, poste- 
rior vero ternarum pluriumve versatur, atque jam libri primi par- 
tem priorem in differentialibus primi ordinis constitutam hic pro vii- 
ribus exposuerim, ad ejus alteram partem progredior, in qua bina- 
rum variabilium relatio ex data differentialium. secundi altiorisve or- 
dinis conditione requiritur.. 







Digitized by Google 


/»«</• 

48 

8 1 

104 

119 

179 

180 

182 

20 1 

205 

208 

208 

209 

210 

221 

222 

231 

261 

272 

304 


Uri- 

7 asc. 

9 

3 asc. 
ultima 
ultima 

8 asc. 

13 

15 

1)1 

9 

10 

ultimet 

4 asc. 

7 

2 asc. 

7 

1 1 

6 

8 
9 

10 
11 


» 


C o r r ig e n d a. 


locor 

Itgc. 

' a — b x 

^/t± Ii* 

3 — 4xx -f-x* 

1 — 4 itit+r 

E = 

F=z 

($. 227) 

(§. 2 2 8) 

A', A' 

A', A" 

a , a 

a , r/ 

A', A / 

A 7 , A" 

a 7 — 

a!' — a' 

W numeratore 


a — eu 

a — cj 

m numeratore 


z m-{-y 

S H-H» 

i. 5. 5. 

i. 3. 5. 

C” 1 -Hi) (» + 3) (m-f-5) ’ 

(m -f- i ) (m — t- 3) (m -f- 5) 

in exponente 3 

| 

/ _tv 

f dx —a' 

►A» 

] 

b* 

1 

C 

J 3 

/(1 -x 3 ) 2 

252. 
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